ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
1. ozujka 2023.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.
(z 4+ 1)* — 4(x + 2?)* + 42? — (1 + x)?

Skratite razlomak
322+

1
ako je x # 0, x#—g.

Rjesenje.
Faktorizirajmo brojnik i nazivnik danog razlomka.

Izlu¢imo = u nazivniku te u brojniku iz druge zagrade:
(x+ D) —d(x+ 222 +422 — (1 +2)?  (z+ 1)* —422(1 + 2)* + 42 — (1 + x)?

= 1 bod
322 + x z(3z +1)
Sada u brojniku iz prvog i zadnjeg clana te drugog i tre¢eg ¢lana izlu¢imo zajednicki
faktor, pa redom slijedi:
1) 1)2 - 1] —422[(1 21
@11’ — 1~ 47 (2’ 1] ! bod
z(3z +1)
1)2—-1 1)? — 422
e+ )2 = 1)+ 1)~ 427) b
z(3z +1)
(x+1-1D(z+1+1)(z+1—-22)(x+ 1+ 2x)
B z(3z +1)
2)(1 — 1
_ale (1 - )B4+ 1) b
z(3z +1)
Sada razlomak mozemo skratiti pa je rjesenje
=(x+2)(1—ux). 1 bod
Zadatak B-1.2.
U nizu od Sest prirodnih brojeva trec¢i i svaki sljedec¢i broj jednak je zbroju dva pret-
hodna. Odredite sve takve nizove brojeva, ako je peti broj u nizu jednak 25.
Rjesenje.
Neka su a i b prvi i drugi broj u danom nizu. Tada je trec¢i broj u nizu jednak a + b, a
cetvrti a + 2b. 1 bod
Broj 25 jednak je zbroju treceg i ¢etvrtog broja u nizu, odnosno
(a+0b) + (a + 2b) = 25. Tako dobivamo jednadzbu
2a 4+ 3b =25 1 bod
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2a = 25— 3b (*)

Kako je na lijevoj strani paran i pozitivan broj, to mora biti i na desnoj strani.

Stoga je b neparan broj manji od 8, odnosno jedan od brojeva 1, 3, 5ili 7. 2 boda
Za te vrijednosti broja b dobivamo iz (*) redom da je broj a jednak 11, 7, 5 ili 2. 1 bod
Trazeni nizovi brojeva su:

11, 1, 12, 13, 25, 38

8, 3, 11, 14, 25, 39

5, 5, 10, 15, 25, 40

2,7,9, 16, 25, 41. 1 bod

Zadatak B-1.3.
m!

Moze li se broj 24024 zapisati u obliku razlomka — pri cemu m! oznacava umno-
n!

zak prvih m prirodnih brojeva, a n! oznacava umnozak prvih n prirodnih brojeva?

Obrazlozite.
Rjesenje.

Ako brojevi m i n postoje, vrijedi

1-2-3-...-m _ 94094,
1-2-3-...-n
Da bi se ovaj razlomak mogao skratiti mora biti m > n. Stoga je

1-2:3-.n-(n+1)(n+2)...-m

1-2-3-...-n = 240

ili nakon skrac¢ivanja 1 bod
(n+1)(n+ 2)...m = 24024. 1 bod
Zaklju¢ujemo da je trazeni zapis mogué ako se broj 24024 moze zapisati kao umnozak
uzastopnih prirodnih brojeva. 1 bod
Rastav broja 24024 na proste faktore jest 24024 = 23.3-7-11-13 1 bod
Rasporedimo dobivene faktore na sljedeéi nacin:

22.3.2.7-11-13=11-12-13-14 1 bod
Zaklju¢ujemo da se broj 24024 moze se zapisati kao umnozak uzastopnih brojeva 11,

12, 13 te 14, odnosno 24024 = E: 1 bod
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Zadatak B-1.4.

Odredite sve realne brojeve a za koje jednadzba

T = 2023z

1
1+ =
x
nema rjesenja.
Rjesenje.
Uvjeti na rjesenje jednadzbe su x # 0, = # —1.

Postupnim racunanjem pojednostavnit ¢emo nazivnik razlomka na lijevoj strani jed-
nadzbe. Slijedi redom:

L = 20230
l-—7
1+~
T
) T = 2023z
T+ 1
T
2023z
Cr+1
T = 2023z odnosno a(z +1) = 2023
r+1
Tada je ax + a = 2023z odnosno
(2023 — a) = a.
Za a = 2023 ova jednadzba prelazi u 0 - x = 2023 pa jednadzba nema rjesenja.
Za a # 2023 rjeSenje pocetne jednadzbe jest x = # (*), ali pocetna jednadzba
—a

nece imati rjesenje i ako dobiveno rjesenje x ne zadovoljava pocetne uvjete.

Broj a za koji se to moze dogoditi dobit ¢emo ako u (*) uvrstimo z =01iz = —1.

U prvom sluc¢aju dobivamo a = 0, a drugi je slu¢aj nemoguc.

Dakle, dana jednadzba neée imati rjesenje ako je a = 0 i ako je a = 2023.

Napomena: Ucenik ne mora napisati poc¢etne uvjete ako je na kraju provjerio rezultat

i napisao tocno rjesenje. Ako nije napisao uvjete i ima samo rjesenje a = 2023, moze
dobiti najvise 4 boda.
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Zadatak B-1.5.

Kruznica polumjera 3 cm upisana je u paralelogram tako da dodiruje tri njegove stra-
nice. Mjera Siljastog kuta paralelograma iznosi 60°, a jedna stranica paralelograma je
za 2¢/3 cm dulja od druge stranice. Odredite udaljenost sredista kruznice od najuda-
ljenijeg vrha paralelograma.

Rjesenje.
D E Cc
F .
\\:\3 d
S
3
60 |
A N B

Skica s oznacenim bar jednim pravim kutom, polumjerom i/ili visinom te trazenom
duljinom d.

Prema slici, vrth C' leZi na stranici BC koju zadana kruznica ne dodiruje pa je o¢ito
vrh C najudaljeniji od sredista. Odredimo prvo duljine stranica paralelograma.

DN 6

Iz trokuta AND Slljedl ‘ADl = | 60‘ — ﬁ — 4\/§ cm, a tada je
sin 60° V3
2

|CD| = |AB| = |AD| +2/3 = 6+/3 cm.
DS je simetrala kuta <F'DFE mjere 120° pa je <SDFE = 60°.
Iz trokuta DES slijedi

3
g o

Konac¢no primjenom Pitagorinog poucka dobivamo trazenu udaljenost

d=/|ES|? + |EC|? = v+ 75 = V84 cm ili 2v/21 cm.

Zadatak B-1.6.

Koliko ima uredenih parova prirodnih brojeva (m, n) za koje je broj 3™ + 7" djeljiv s
10 ako je 1 < m < 80, 81 < n < 1857

Rjesenje.
Broj je djeljiv s 10 ako i samo ako mu je zadnja znamenka 0. Kako bismo odredili zadnju

znamenku zbroja potencija 3™ + 7", promotrit ¢emo zadnju znamenku potencije 3™,
odnosno 7".

Zadnja znamenka potencije 3™ moze biti 3, 9, 7 ili 1 i ponavlja se ciklicki tim redos-
lijedom. Dakle, ako eksponent m pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 1, zadnja znamenka
potencije 3™ jest 3. Ako je taj ostatak 2, zadnja je znamenka 9. Ako je ostatak 3,
zadnja je znamenka 7 i ako je m djeljiv sa 4, zadnja je znamenka 1.
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Medu svim brojevima m, 1 < m < 80 ima tocno:
77T —1
4

20 koji daju ostatak 2: 2, 6, ..., 78,
20 koji daju ostatak 3: 3, 7, ..., 79 i
20 koji su djeljivi sa 4. 2 boda

+ 1 = 20 onih koji pri dijeljenju sa 4 daju ostatak 1: 1, 5, ..., 77,

Analogno prethodnim razmatranjima, zadnja znamenke potencije 7" je 7 ako eksponent
n pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 1, 9 ako je taj ostatak 2, 3 ako je ostatak 3 i 1 ako je
n djeljiv sa 4. 1 bod

Medu svim brojevima n, 81 < n < 185 ima toc¢no:
185 — 81
4
26 onih koji daju ostatak 2: 82, 86, ..., 182,

26 onih koji daju ostatak 3: 83, 87, ..., 183 i
26 koji su djeljivi sa 4: 84, 88, ..., 180, 184. 2 boda

+ 1 = 27 onih koji pri dijeljenju sa 4 daju ostatak 1: 81, 85, ..., 181, 185,

Trazeni zbroj 3™ + 7" ¢e imati zadnju znamenku 0 odnosno biti djeljiv s 10 u jednom
od sljedeca cetiri slucaja:

- Potencija 3™ ima zadnju znamenku 3 i potencija 7" zadnju znamenku 7. Prema
prethodnim razmatranjima ima 20 moguc¢nosti odabira broja m i 27 moguc¢nosti odabira
broja n, pa je u ovom slucaju ukupno 20 - 27 = 540 uredenih parova (m, n).

- Potencija 3™ ima zadnju znamenku 9 i potencija 7" zadnju znamenku 1. Takvih je
parova (m, n) ukupno 20 - 26 = 520.

- Potencija 3™ ima zadnju znamenku 7 i potencija 7" zadnju znamenku 3. Takvih je

parova (m, n) ukupno 20 - 26 = 520.

- Potencija 3™ ima zadnju znamenku 1 i potencija 7" zadnju znamenku 9. Takvih je

parova (m, n) ukupno 20 - 26 = 520. 2 boda

Konac¢no, ukupan broj trazenih uredenih parova jednak je
20-2743-20-26 = 540 + 3 - 520 = 2100. 1 bod

Napomena: Ucenik ne mora ispisivati brojeve m i n koji pri dijeljenju s 4 daju ostatak
0, 1, 2 ili 3. Dovoljno je da ih prebroje.
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Zadatak B-1.7.

Zadan je ¢etverokut ABCD. Ako je |AB| =6 cm, |AD| =4 cm, <DAB = <ABC =
60° i <ADC = 90°, izracunajte duljine dijagonala i povrsinu toga Cetverokuta.

Prvo rjeSenje.

U vrhu C, &etverokuta ABCD, povu¢emo paralelu sa stranicom AD. Zatim u tocki
E, u kojoj ta paralela sijece stranicu AB, povuc¢emo paralelu sa stranicom C'D. Toc¢ku
u kojoj ta paralela sije¢e stranicu AD ozna¢imo s G. Time smo éetverokut ABCD
podijelili na pravokutnik GECD, jednakostranican trokut EBC' te pravokutni trokut
AFEG, kao na slici.

Skica uz ovakvu podjelu cetverokuta. 2 boda
Uz oznake kao na slici, iz pravokutnog trokuta AEG, slijedi cos 60° = 67_6’ odnosno
b=2cm. 1 bod

Tada je |AG| =4—2=2cm, |[AE|=6—2=4 cm,

|DC| = |GE| = V42 — 22 = 2¢/3 cm. 1 bod
Duljinu dijagonale AC ra¢unamo koristeéi Pitagorin poucak za trokut ACD:

|AC| = 2¢/7 cm. 1 bod

Duljinu dijagonale B D rac¢unamo iz pravokutnog trokuta N BD, gdje je tocka N noziste
okomice povucene iz vrha D na stranicu AB.

Iz pravokutnog trokuta AN D imamo redom:
|IDN| = 4sin60° = 2v/3 cm, |AN| = 4cos60° = 2 cm. 1 bod

Tada je [NB| =6 —2=4cm, a |BD| = \/|DN|2+ INB|? = /28 = 2¢/7 cm. 2 boda
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Povrsinu danog cetverokuta mozemo racunati kao zbroj povrsina pravokutnika GECD,
trokuta £ BC' i trokuta AEG.

2-24/3  44/3
P = Papc + Pepc + Paecp = 2\/—-1- Z_+2-2\/§:7\/§CH12.

Drugo rjeSenje.

Produzimo stranice AD i BC preko vrhova D i C tako da se sijeku u tocki F, vrhu
trokuta ABF'.

Dobiveni trokut ABF' je jednakostranic¢an trokut.

Skica uz ovakvu nadopunu, ako se na njoj jasno vidi da je dobiven jednakostrani¢an
trokut.

Kako je |[DF| =2 cm, a <DFC = 60° iz pravokutnog trokuta F'DC slijedi da je
|DCO| =2 -tg60° = 2¢/3 cm.

Tada duljinu dijagonale AC ra¢unamo iz pravokutnog trokuta ADC' s pomoéu Pita-
gorina poucka.

|AC| = \/|AD|? + |DCJ2 = /16 + 12 = 2/ em.

Duljinu dijagonale BD racunamo iz pravokutnog trokuta NBD, gdje je tocka N noZziste
okomice povucene iz vrha D na stranicu AB.

Iz pravokutnog trokuta AN D imamo redom:
|IDN| = 4sin60° = 2v/3 cm, |AN| = 4cos60° = 2 cm.

Tada je [NB| =6 —2 =4 cm, a |[BD| = \/[DN[2 + [NB]2 = V28 = 2v/7 em.
Povrsina danog cetverokuta je razlika povrsina trokuta ABF i trokuta FDC"

2 2.2
611/3— 2\/§z7x/§cm2.

P = Papr — Prpc =
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
1. ozujka 2023.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.

Odredite sve vrijednosti cijeloga broja x za koje vrijedi (z* — 5z + 5)(12_49”_5) = 1.

Rjesenje.

Razlikujemo tri slucaja u kojima vrijednost potencije iznosi 1. Prva je moguénost da
baza potencije iznosi 1, druga je moguc¢nost da eksponent potencije iznosi 0, a baza
je razlicita od 0, dok je tre¢a moguénost da baza potencije iznosi —1, a eksponent je

oblika 2k, k € Z.

1. slucaj: baza potencije iznosi 1.

Tada je 22 — 5z + 5 = 1, odnosno, vrijedi da je 2% — 5x + 4 = 0.
Rjesavanjem jednadzbe dobiva se z1 =11 x5 = 4.

Za x =1: 18=1

Za x =4: 17°=1

2. slucaj: eksponent potencije iznosi 0, a baza je razli¢ita od 0.
Tada je 2% — 42 — 5 = 0.

Rjesavanjem jednadzbe dobiva se z1 =51 29 = —1.

Provjerimo uvrstavanjem da za z; = 5 i x9 = —1 baza potencije nije 0.
Za x =5: 50 =1

Zar=—1: 11°=1

3. slucaj: baza potencije iznosi —1, a eksponent je oblika 2k, k € Z.

Odredimo najprije vrijednosti varijable x za koje vrijedi 22 — 5z +5 = —1, a zatim
provjerimo je li za te vrijednosti eksponent potencije paran broj.

RjeSavanjem jednadZbe 2% — 52 + 6 = 0 dobiva se x; = 3 i 25 = 2.

Za v = 3: (-1) =1

Za x =2 (-1)=-1

Prema tome, vrijednost potencije iznosi 1 za x = 3, ali ne iznosi 1 za x = 2.

Konaéno, zaklju¢ujemo da vrijedi x € {—1,1,3,4,5}.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2023.
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Zadatak B-2.2.
V2+xr—12 22 -381

Odredite prirodno podrudje definicije (domenu) funkcije f(z) =

Rjesenje.
Kako bi funkcija bila dobro definirana, potkorijenske veli¢ine moraju biti nenegativne,
a vrijednosti algebarskih izraza u nazivnicima ne smiju biti jednake 0.

1. uvjet: 22+ 2 —12> 0.
Rjesenje ove nejednadzbe jest (—oo, —4] U [3, +00).

2. uvjet: |5+ x| —2#0.

Dakle, mora vrijediti |5+ 2| # 2, odnosno, © # —3 iz # —7.

3. uvjet: 10 — 2z > 01 10 — 2z # 0, odnosno, 10 — 2z > 0.

RjeSenje ove nejednadzbe jest (—oo, 5).

Konacno rjesenje presjek je svih uvjeta, to jest, prirodno podrucje definicije funkcije f

jest: (—oo, =7)U (=7, —4] U3, 5).

Zadatak B-2.3.

Zadan je trokut ABC. Ako je |AB| = 3v/3 cm, |AC| — 2|BC| = 3 cm, a mjera kuta
nasuprot stranici AC' iznosi 150°, odredite sinus kuta nasuprot stranici AB.

Rjesenje.
Skicirajmo trokut ABC, uvedimo oznake za duljine stranica i veli¢ine kutova te ozna-
¢imo zadane elemente: ¢ = 3v/3 cm, b — 2a = 3 cm, 8 = 150°.

C

b
T " o

A c B

Prema poucku o kosinusu vrijedi: b? = a? + ¢? — 2accos 3.

V3

cos 8 = cos 150° = — cos 30° = 5

(3+2a)? = a® + (3\/5)2 —924-3V3- (‘?)

9+ 12a + 4a?> = 27+ a®> + 9a
3a2+3a—18=0

a+a—6=0

(a—2)(a+3)=0

a =2 cm (jer duljina stranice ne moze iznositi a = —3 cm)
b=7cm

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2023.
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Sinus trazenoga kuta odredimo s pomoc¢u poucka o sinusima:

c b 1 bod
siny  sinf

3v3 T
siny  sin 150°

3v3-4  3V3
T 14

1 bod

siny =

Zadatak B-2.4.

Na koliko na¢ina mozemo izabrati dva razlic¢ita broja iz skupa {1, 2, ..., 2022, 2023} tako

da njihov zbroj bude djeljiv s 57

Prvo rjesenje.

U skupu brojeva {1,2,...,2022,2023} nalazi se:

405 brojeva koji pri dijeljenju s 5 daju ostatak 1

405 brojeva koji pri dijeljenju s 5 daju ostatak 2

405 brojeva koji pri dijeljenju s 5 daju ostatak 3

404 broja koji pri dijeljenju s 5 daju ostatak 4

404 broja djeljiva brojem 5. 1 bod

Zbroj dvaju odabranih brojeva bit ¢e djeljiv s 5 u tri slucaja.

1. slucaj: oba broja djeljiva su brojem 5.

Prvi broj mozemo izabrati na 404 nacina, a drugi na 403 nacina jer brojevi moraju biti
razliciti.

.. 404 - 403 .. - . . . -
Postoji — = 81 406 nacina (dijelimo s 2 jer smo svaki par brojeva brojili dvaput).

2 boda

2. slucaj: jedan broj daje ostatak 1, a drugi ostatak 4 pri dijeljenju brojem 5.
Postoji 405 - 404 = 163 620 nacina na koje mozemo odabrati takva dva broja. 1 bod

3. slucaj: jedan broj daje ostatak 2, a drugi ostatak 3 pri dijeljenju brojem 5.
Postoji 405 - 405 = 164 025 nacina na koje mozemo odabrati takva dva broja. 1 bod

Ukupno postoji 81 406 + 163 620 + 164 025 = 409 051 nacin na koji to mozemo uciniti.
1 bod
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Drugo rjeSenje.

U skupu {1,2,...,2022,2023} zadnju znamenku 1, 2 ili 3 imaju po 203 broja, dok

znamenkom 0, 4, 5, 6, 7, 8 ili 9 zavrsavaju po 202 broja. 1 bod
Zbroj je djeljiv brojem 5 ako mu je zadnja znamenka 0 ili 5.
1. slucaj: zadnja znamenka zbroja iznosi 0.
zadnja znamenka jednoga broja | zadnja znamenka drugoga broja | broj moguénosti
0 0 202200 _ o) 301
2
1 9 203 - 202 = 41 006
2 8 203 - 202 = 41 006
3 7 203 - 202 = 41 006
4 6 202 - 202 = 40 804
202 - 201
5 5 202201 =20 301
2
U prvome je slucaju 2 - 20 301 4+ 3 - 41 006 + 40 804 = 204 424 mogucnosti. 2 boda

2. slucaj: zadnja znamenka zbroja iznosi 5.

zadnja znamenka jednoga broja | zadnja znamenka drugoga broja | broj moguénosti
0 5 202 - 202 = 40 804
1 4 203 - 202 = 41 006
2 3 203 - 203 = 41 209
6 9 202 - 202 = 40 804
7 8 202 - 202 = 40 804

U drugome je slucaju 3 - 40 804 + 41 006 + 41 209 = 204 627 mogucnosti.

Ukupno postoji 204 424 + 204 627 = 409 051 nacin izbora dva trazena broja.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2023.
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Zadatak B-2.5.

Kruznice k; i ko sijeku se u tockama A i B kao Sto je prikazano na slici. Tocka C' nalazi
se na kruznici kq, a tocka D na kruznici ks tako da vrijedi <AC'B = 60° i <BDA = 30°.
Ako su sredista kruznica k; i ky udaljena 4v/3 cm, kolika je duljina njihove zajednicke
tetive AB?

Prvo rjeSenje.

Oznacéimo s ry i 75 polumjere kruznica k; i ko. Neka je E poloviste tetive ABixz = |BE|.

Kut <AC'B je obodni nad lukom AB pa je njegov sredisnji kut <AS; B = 120°, odnosno
<ES1B =60°.

Kut <BDA je obodni nad lukom BA pa je njegov sredisnji kut <BSyA = 60°, odnosno
<IBSE = 30°. 1 bod

= 48. 1 bod
3 2
U pravokutnome trokutu £BS] vrijedi da je sin 60° = - \é_, odnosno r; = \/g% 1 bod
T1

x 1
Na isti se nac¢in iz pravokutnoga trokuta FE BSs dobiva da je sin30° = — = 5 odnosno

T2
vrijedi da je ro = 2. 1 bod
Uvrstimo dobivene izraze u jednakost r? + r3 = 48.
2
Iz jednadzbe % + 42? = 48 dobivamo da je 22 = 9, odnosno da je = 3 cm. 1 bod
Konaé¢no, zaklju¢ujemo da je |[AB| = 2x = 6 cm. 1 bod
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Drugo rjeSenje.
Koristimo istu skicu i oznake kao u prvome rjesenju.

Kut <ACB je obodni nad lukom AB pa je njegov sredisnji kut <AS; B = 120°, odnosno
<QES1B = 60°.

Kut <BDA je obodni nad lukom BA pa je njegov sredisnji kut <<B.S,A = 60°, odnosno
<(BS,E = 30°.

Uocimo da je trokut 5755 B pola jednakostrani¢noga trokuta stranice duljine

a = |8152| = 4\/§ cm.

4v/3
Tada je 1 = |S1B| = g = \2/_ = 2V/3 cm.

a3 43V
2 2 N

Kako je trokut S1S3B pravokutan, povrsinu mu mozemo izracunati na dva nacina,

odnosno vrijedi da je P = e _ 7 151 2|.

2 2
2V/3-6 =143

T =3 cm

Vrijedi i da je ro = |S2B| = 6 cm

Konacno, zaklju¢ujemo da je |[AB| = 2z = 6 cm.

Napomena: Nakon sto uoci da je trokut S755B pola jednakostrani¢noga trokuta stra-
nice duljine a = 44/3 cm, ucenik ne mora odrediti 1 i ro, ve¢ odmah moze izracunati

1 a*V/3
povrsinu trokuta P = — - a*v3 = 6v/3 cm?, za $to dobiva 2 boda.

2 4

Zadatak B-2.6.

Odredite sve uredene parove realnih brojeva (z, y) koji su rjeSenje sustava jednadzbi.
V2—ax+ YT—y=-1
vVr+y=4

Prvo rjeSenje.

Izrazimo najprije nepoznanicu y iz jednadzbe /z +y = 4.

VETT = 4"

x+y=16

y=106—=z

Uvrstavanjem y = 16 — x u gornju jednadzbu dobiva se jednadzba
a4+ Yz —9=—1.

V2—r+Yr—9=-1/3

2—x+3-J2—22(x—-9)+3- J2—2)(z—92+2r-9=-1

3-9/(2-2)(r—9)+3-J2—2)(x—92=6/:3
J2—22(@ -9+ J2—2)(z-92=2
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Je—n)@—9) (V2=z+yz=9) =2

Uoc¢imo da u jednadzbu mozemo uvrstiti vrijednost izraza /2 — x + /x — 9 = —1.

J@2-2)(@—9)-(-1) =2
J2—2)(z—9) =2/
—2?2 4+ 11z — 18 = -8
22— 11z +10=0
(x—1)(x—=10)=0

Rjesenja jednadzbe su brojevi 1 = 11 zo = 10.

Odredimo i pripadne vrijednosti nepoznanice y.
y=16—-1=15
Y =16 —10=06

Rjesenja sustava jednadzbi uredeni su parovi (1, 15) i (10, 6).

Drugo rjeSenje.

Izrazimo najprije nepoznanicu y iz jednadzbe /x +y = 4.

VEFT =4/

r+y=16

y=16—=x

Uvrstavanjem y = 16 — x u gornju jednadzbu dobiva se jednadzba
V2—x+Jr—9=-1.

Uvedimo supstituciju t3 = 2 — z. Tada je z = 2 — 3.

Posljednja jednadzba prelazi u t + v/—7 — t3 = —1, odnosno v/7 + 13 =t + 1.

Kubirajmo lijevu i desnu stranu jednadzbe.

T+ =t +3t>+3t+1

32 +3t—6=0

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su t; = —2 ity = 1.
Tadajex; =2— (-2 =101z, =2—-13 = 1.
Odredimo i pripadne vrijednosti nepoznanice y.
y=16—-1=15

Yy =16 —10=16

Rjesenja sustava jednadzbi uredeni su parovi (1, 15) i (10, 6).
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Trece rjesenje.
Izrazimo najprije nepoznanicu y iz jednadzbe /zr +y = 4.

VBTG =4/

r+y=16

y=16—=z 1 bod
Uvrstavanjem y = 16 — x u gornju jednadzbu dobiva se jednadzba

V2—x+Jr—9=-1. 1 bod

Uvedimo supstituciju u = /2 —ziv = vx — 9.

Polazna jednadzba poprima oblik v + v = —1.

Uoc¢imo da vrijedi: u® + 03 = (2 —z) + (x — 9) = —T7. 1 bod
Kubiranjem jednakosti v + v = —1 dobiva se:

ud + 3uv + uv? + 0¥ = —1

ud 4+ 0% + Buv(u +v) = —1 1 bod

Uvrstavanjem vrijednosti izraza u + v i u® + v® moZe se odrediti vrijednost umnoska

uv.

=74 3uv(—1) = -1

—3uv =6

uv = —2 1 bod
utv=-—1

Rijesimo sustav jednadzbi {
uv = —2

Izrazimo nepoznanicu v iz prve jednadzbe sustava, uvrstimo je u drugu i odredimo
rjeSenja dobivene kvadratne jednadzbe.

v=—-1—u

u(—1—u)=-2

—u?—u+2=0 1 bod
U prvome slucaju vrijedi da je u = —2 (odnosno, v = 1).

Tada je: u = /2 —x = —2, to jest x; = 10. 1 bod
U drugome sluéaju vrijedi da je w = 1 (odnosno, v = —2).

Tada je: u= /2 —x =1, to jest 25 = 1. 1 bod

Odredimo i pripadne vrijednosti nepoznanice y.

y=16—1=15

Yo =16 —10=06 1 bod
Rjesenja sustava jednadzbi uredeni su parovi (1, 15) i (10, 6). 1 bod
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Zadatak B-2.7.

Zadan je jednakokracan trokut ABC' s osnovicom AB duljine 14 cm i krakovima duljine
25 cm. Tocka P poloviste je osnovice AB. Na stranici BC odabrana je tocka Q, a
na stranici AC tocka R tako da je AB || QR i da je povrsina trokuta PQR najveca
moguca. Odredite opseg i povrsinu trokuta PQR.

Rjesenje.
Skicirajmo trokut ABC' i oznac¢imo zadane elemente.

(@

Rjlz|laxz\Q
25 em S 25 em

A Tem P 7em B

Buduéi je P poloviste osnovice AB, znamo da je duZina C'P visina trokuta ABC.

Primjenom Pitagorina poucka na trokut APC mozemo odrediti da je

[CP| =252 =T = /(25— 7)(25+7) =18°32=19-2-2-16=3-2-4 =24 cm,

Neka je S sjeciste duzina CP i QR.
Oznac¢imo = = |RS|. Mozemo uoéiti da zbog simetrije vrijedi da je i [SQ| = =.
Kako vrijedi AB || @R, mozemo zakljuciti da su trokuti APC i RSC sliéni po KK

poucku o slicnosti (jedan zajednicki kut, kutovi uz presjecnicu AC' usporednih pravaca
AB i RQ).

RS cs cs
Zbog slicnosti trokuta znamo da vrijedi jednakost ’| 1 P|\ = ]l c P’\’ odnosno ; = |24|
. . . 24
Mozemo izraziti |C'S| = =&
R|-|PS
Povrsina trokuta PQR jednaka je P(PQR) = ‘Q‘Q”
24
Vrijedi da je |QR| = 2z ida je |PS| = |CP|—|CS| =24 — — &
2 - (24 — Hy 24
Stoga je P(PQR) = ( 5 ! ) = 24x — 7.7:2.
Bududi je povrsina trokuta PQ R najveéa moguca, uz oznake a = - i b= 24 znamo
24
da mora biti x = —i =——F—=—-=235cm.
2a 2. (_%> 2
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7T 24 49

Povrsina trokuta PQR iznosi P(PQR) =24+~ — — - — =84 — 42 = 42 cm”.

2 7 4
Preostalo je jos odrediti opseg trokuta PQR.

o(PQR) = |PQ| + |QR| + |RP| = 2z + 2|PQ| = 7 + 2| PQ)|

Kako bismo odredili |PQ)|, primijenimo Pitagorin poucak na trokut PQS.
24 24 7

PS|=24-Za=24-"2=24-12=12cm

7\ 2 49 625 25
POl = /(L 192 = |22 4 a4 = 222 =22 195
PQ| ’¢(2) + 17 4 2 om

Konacno je o( PQR) =7+ 25 = 32 cm.

Napomena: Ucenik moze odrediti opseg trokuta PQR i tako da iz rezultata x = 3.5 cm
zakljuc¢i kako je QR srednjica trokuta ABC. Iz tog zakljucka slijedi da su PQ i PR

1
takoder srednjice trokuta ABC' pa je |PQ| = |PR| = 3 25 = 12.5 cm, odnosno

o(PQR) =T7+42-12.5 =32 cm.

Napomena: Ako ucenik pretpostavi, bez dokaza, da je povrsina trokuta PQR maksi-
malna ako su tocke () i R u polovistu pripadnih stranica i dalje zadatak rijesi to¢no,

moze dobiti najvise 5 bodova.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

3. razred — srednja Skola — B varijanta

1. ozujka 2023.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.

Odredite sva rjeSenja jednadzbe | cos? x — 2sinz| = 2.

Rjesenje.

Izraz unutar zagrada apsolutne vrijednosti moze biti jednak 2 ili -2.

U prvom slucéaju, ako je cos?x — 2sinz = 2, onda je:
1 —sin?2z — 2sinz — 2 =0,

(sinx +1)* =0,
sinex = —1,
3
xlzg—l—Zkﬁ, kelZ.
U drugom slucaju, ako je cos? x — 2sinx = —2, onda je:
1 —sin®z —2sinz +2 =0,
sin?x 4 2sinz — 3 = 0.
Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo

sinr = —3,

sto je nemoguce i
sinr =1

odakle je
1@z%+2hgkez

Napomena: Rjesenje se moze (ali ne mora) zapisati kao jedan skup:

I[:g—l-kﬂ', ke Z.
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Zadatak B-3.2.

Ana, Bruno, Cvita, Dino i Ema pokuSavaju se rasporediti u kinu na pet stolica u jednomu
redu. Na koliko nacina to mogu uciniti ako Ana ne Zeli sjediti ni pored Brune ni pored Cvite,
a Dino ne Zeli sjediti pored Eme?

Prvo rjeSenje.

Oznac¢imo osobe iz zadatka prvim slovom njihovog imena. Odaberimo prvo dvije po-
zicije za D i E izmedu pozicija 1, 2, 3, 4 ili 5, a onda ¢emo na preostale tri pozicije
smjestiti A, B i C.

D i E smjestimo tako da ne ostanu tri pozicije u nizu za A, B, C jer bi tada nuzno A
moralo sjediti uz B ili C s$to nije dozvoljeno prema uvjetima zadatka. Dakle, jedine
pozicije za (D, E) su (1,3), (1, 4), (2, 4), (2, 5) i (3, 5):

D E
D E

D E
D E

Analogno mozemo odabrati 5 pozicija za (E, D), sto je ukupno 10 za taj par osoba.
U svakom od ovih 10 slucajeva, osim dva, kada su (D, E) ili (E, D) na poziciji (2, 4),
osobe B i C moramo smjestiti na dvije uzastopne pozicije i to na dva nacina: (B, C)
ili (C, B).

U tih osam slucajeva je ukupno 8 - 2 = 16 moguénosti za raspored osoba A, B, C, D i
E.

Ako su (D, E) ili (E, D) na poziciji (2, 4) osobu A mozemo smjestiti na 3 nacina, osobu
B na 2 i C na 1 nacin na preostale tri pozicije.

To znaci da je u ovom slucaju ukupno 2-3-2-1 = 12 rasporeda osoba A, B, C, D i E.

Konac¢no, ukupno je 16 4+ 12 = 28 nacina da uz dane uvjete Ana, Bruna, Cvita, Dino i
Ema sjede na pet mjesta u jednomu redu.

Drugo rjeSenje.

Izracunat ¢emo ukupan broj nacina na koji pet osoba moze sjesti na pet stolica u nizu
i od toga oduzeti broj nac¢ina kad Ai Cili AiBili D i E sjede jedno pored drugog.
Ukupno je 5lili 5-4-3-2-1 = 120 nacina da A, B, C, D i E rasporedimo na pet pozicija
u nizu.

Gledamo li AC kao jednu osobu onda je 4! rasporeda u kojima oni sjede zajedno sto

mnozimo s 2 jer mogu sjediti i kao CA. Analogno je 2 - 4! nac¢ina da sjede zajedno AB
i 24! nacina da sjede zajedno DE.

Zbrojimo li sve ove rasporede kada AC, AB i DE sjede zajedno, zbrojili smo dva puta
rasporede u kojima dva od tih parova sjede zajedno. Njih moramo oduzeti od zbroja

AB + AC + DE.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2023.
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Broj rasporeda u kojima sjede zajedno i AC i AB sjede zajedno, odnosno BAC i CAB,
jednak je 2 - 3! (3! jer gledamo li BAC kao jednu osobu, razmjestamo zapravo 3 osobe
na 3 mjesta). 1 bod
Broj rasporeda u kojima sjede zajedno i AC i DE jednak je 2 -2 - 3!, a isti je broj
rasporeda i kad sjede zajedno i AB i DE. 1 bod
Rasporeda u kojima istovremeno sjede zajedno AB, AC i DE ima 2 -2 -2 (BAC i

DE gledamo kao dvije osobe koje na 2 nacina razmjestimo na 2 mjesta, a onda ih
medusobno mozemo jos razmjestit na 2 nac¢ina: BAC i CAB, odnosno DE i ED). 1 bod

Dakle, ukupan broj nacina da prema danim uvjetima Ana, Bruna, Cvita, Dino i Ema
sjede na pet mjesta u jednomu redu jednak je:

5! —(3-2-41—2-.31—2.2.31—-2.2-31+2.2-2) =28 1 bod

Napomena: Ako je ucenik sistematizirano ispisao sve tocne rasporede sjedenja, odnosno
jasno se vidi da drugih rasporeda vise nema, dodijeliti svih 6 bodova.

Zadatak B-3.3.

Neka su a i f mjere dvaju kutova u trokutu ¢iji polumjer opisane kruznice iznosi 6 cm.
Odredite sinus tre¢eg kuta toga trokuta i duljinu njemu nasuprotne stranice, ako vrijede
sljedece jednakosti:

3sina 4 4cos =6, 4sin B 4 3cosa = 2.

Rjesenje.

Kvadrirajmo dane jednakosti:

{98iﬂ2a+24sinozcosﬁ+1600825:36, 1 bod
16 sin? 3 + 24 sin S cos a + 9 cos? a = 4.
Zbrajanjem ovih jednakosti redom slijedi
9+ 24(sina cos f + sin fcosa) + 16 = 40

24sin(a+ f) =15

sin(a+ ) = 2 2 boda
Kako je tre¢i kut danog trokuta v = 180° — (« + ) slijedi da je siny = sin(a + 5).
Dakle, siny = 2 1 bod
Duljina nasuprotne stranice jest ¢ = 2Rsiny =2-6 - Z = 7.5 cm. 2 boda

Zadatak B-3.4.
Broj Klarinih godina jednak je log Y5 a?, broj Marijinih godina jednak je logs. /5 (125b9), a broj

Janovih godina jednak je Koliko iznosi zbroj njihovih godina ako je abc = 6257

log. /5
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Rjesenje.
Zapisimo dane logaritme u jednostavnijem obliku:

log%(z2 =2 log5% a = 6logs a,

2 2
log5¢g(125bg)::log5%125—+10g5%59 =33 logs5+9- S logs b =2+ 6logs b,

1 1 1
= =7 = 6logs c.

35 1
log.= v/ §logc5% 6 log, 5

Trazeni zbroj godina jednak je:

6logs a+ 2+ 6logs b+ 6logs c =24 6log; abc = 2 + 6log; 625 = 2+ 6 - 4 = 26 godina.

Zadatak B-3.5.

Cetiri grada na karti odreduju vrhove ¢etverokuta ABCD kojemu se moze opisati kruznica
polumjera R. Udaljenost izmedu gradova A i C je 2R, a udaljenost izmedu gradova A i B
jednaka je udaljenosti izmedu gradova B i C. Omjer udaljenosti izmedu gradova A i D i
gradova C' i D jednak je v/3. Kolika je udaljenost izmedu gradova B i D?

Rjesenje.

Kako je |AC| = 2R, odnosno dijagonala je promjer dane kruznice, trokuti ABC'i AC'D
su pravokutni (obodni kutovi nad promjerom).

Tada primjenom Pitagorina poucka u trokutu ABC slijedi redom
|AB|* + |BC? = 4R?,
|AB| = |BC| = RV/2,

odnosno a = 45°.

Iz zadanog omjera slijedi

|AD|
=3
D] V3,

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2023.
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|AD| = |CDIV3,
a onda iz pravokutnog trokuta ADC dobivamo redom
|AD|> + |CDJ? = 4R?,
|CD| = R.
Stoga je trokut SC'D jednakostranic¢an, a [ = 60°.
Primijenimo li poucak o kosinusu u trokutu BC'D slijedi

|BD* = |BC|* + |CD|* — 2|BC| - |CD| - cos(a + B3)

= 2R* + R? — 2 R*\/2 - cos(45° + 60°)
= 3R* — 2- R?\/2 - (cos 45° cos 60° — sin 45° sin 60°)
2 1 2 3
_3R2 2. BNA. (f._f.f)

2 2 2 2
= R*(2+3)
Dakle, trazena udaljenost jest |BD| = Ry/2 + /3.

Zadatak B-3.6.

Mrlja, na slici oznacena s X, nalazi se u nekom tre-
nutku na vanjskom rubu kotaca modela parobroda
s lopaticama. Kota¢ ima polumjer 3 m, a rotira
u smjeru suprotnom od kazaljke sata konstantnom
brzinom i napravi 8 punih okreta u minuti. Ako se
u trenutku ¢ = 0 mrlja X nalazi na najvisoj tocki Razina vode

X 3m

kotaca, odredite funkciju koja modelira gibanje ko-
taca, odnosno odreduje udaljenost mrlje (H) od dna 15m

broda u metrima nakon ¢ sekundi. Najniza tocka -

kotaca je 1 metar iznad dna broda, a 1.5 metar is-
pod razine vode. U kojemu ¢e trenutku ¢ mrlja prvi
puta uci u vodu i koliko ¢e dugo biti pod vodom?

Dno broda

Prvo rjeSenje.

Ako kota¢ napravi 8 punih okreta u minuti, onda mrlji treba 60 : 8 = 7.5 sekundi za
jedan okret.

Gibanje mrlje je oc¢ito periodi¢no, pa ¢emo ga opisati funkcijom kosinus
H(t) = acos(b(t+ ¢)) +d.

Broj a je amplituda, odnosno polovina udaljenosti najnize i najvise tocke na kotacu i
iznosi 3 m.
2t Arw

2
Bududi da je period jednak 7.5 sekundi, iz % = 7.5 slijedi b = == 15
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Funkcija kosinus dostize maksimalnu vrijednost u nuli, a kako je mrlja za t = 0 na

najvisoj tocki kotaca, funkcija nema horizontalni pomak i ¢ = 0. 1 bod
Parametar d je vertikalni pomak, a jednak je visini sredista kotaca, odnosnod = 143 =

4. 1 bod
Dakle,

dm
H(t) = — 4.
(t) 3cos<15t> +

Mrlja ée prvi puta uéi i izaéi iz vode kad bude prvi i drugi puta na visini od 2.5 metara
iznad dna broda u prvom okretu. Stoga rjesavamo jednadzbu

4
H(t) = 3cos (175%) 4=25 1 bod

Tada je cos (17;25) = —0.5, a ova jednadzba ima rjeSenje

A7 2T

—t=4+—+2km, k€Z. 1 bod
5 3 + 2km o]
Bududi da trazimo ¢ € [0,7.5], slijedi
47 27 . 47Tt 47
J— — 1 J— e —
15+ 37 1572 37
odnosno t; = 2.5 s, t, =5 s. 1 bod
Mrlja ¢e biti pod vodom 5 — 2.5 = 2.5 sekundi. 1 bod
Napomena: Ucenici mogu gibanje opisati i nekom varijantom funkcije sinus, primjerice:
47 m
H(t) = —3sin | —t — = 4, il
(t) 3sm(15t 2>+ , il
H(t) = 3si (W 4”1&) 4, il
= S _— —
in {5 15 , i
47 s
H(t) =3sin| —t+ = 4.
(1) sin (15 + 2) +
Drugo rjeSenje.
. r
1 oo -4
3
3
H
m L5 ¢ Razina vode
A B
1.5m
1m
Y
Dno broda
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Promotrimo pravokutan trokut STX.

H

Buduéi da je |ST| = H — (R+ 1) = H — 4, vrijedi da je cosa = te je H =
3cosa+4 gdje je o oznaceni kut T'SX za koji kotac zarotira od pocetne pozicije mrlje
do pozicije X za t sekundi. Time smo dobili ovisnost visine H o kutu a.
Buduéi da kotac¢ rotira konstantnom brzinom vrijeme ¢t i kut « su proporcionalne
veli¢ine, odnosno a = k - t.
Kako za kut od 27 radijana mrlji treba 60 : 8 = 7.5 sekundi,

2 4
onda je k = 7—7; pa mrlji za kut od « radijana treba %t = %t sekundi. Dakle,

trazena ovisnost jest

47
H(t) =3 —t 4.
() = 3cos(51) +

Dalje se moze racunati kao u prvom rjesenju ili na sljede¢i nacin.

Promotrimo trokut ABS. 15
cos<ASB = ? = 0.5,

pa je <ASB = g

Slijedi da je kut za koji kota¢ zarotira da mrlja dode u poziciju A, u kojoj prvi puta

2
ude pod vodu, jednak 7 — g = % Za to joj je potrebno
27
% = 2.5 sekundi.
7
15

2
Ocito, ¢e u poziciju C' mrlja do¢i kad kota¢ zarotira za jos % radijana, pa je mrlja

pod vodom 2.5 sekunde.

Napomena: Ucenik moze drugi dio zadatka rijesiti neovisno o tome je li nasao trazenu
funkciju.

Zadatak B-3.7.

Zadana je trostrana piramida SABC kojoj je strana SBC okomita na bazu ABC, pri ¢emu je
JASB = «BSC = <CSA =60°1|SB| =|SC| = 1. Odredite obujam piramide SABC.
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Rjesenje.

Iz |SB| = |SC| =11 <BSC = 60° slijedi da je trokut BSC' jednakostranican trokut
stranice duljine 1.

Pobocka BSC' okomita je na ravninu ABC' pa je visina trokuta BSC' visina piramide
i vrijedi
av3 _ \/_
2 2
Trokuti ABS i ACS su sukladni, pa je |AB| = |AC|, odnosno trokut ABC' je jedna-

kokracan te je njegova tezisnica AN ujedno i visina. Stoga je trokut ANC pravokutan
trokut. Tada je

|SN| =

1
|AC|? = |[AN|? + |[NC|?* = |AN|2+1

Iz trokuta ASC primjenom poucka o kosinusu slijedi da je
|AC|? = |AS]* + |SC|* — 2|AS| - |SC| - cos 60° = |AS|* + 1 — | AS].
Dakle,
|ANP+1:4ASF+1—¢A&.
Iz trokuta AN S primjenom Pitagorina poucka slijedi
|AN|? = |AS|? — |SN|* = |AS|* — §

pa je
1
MSP—§+7 |AS]? +1 — |AS],

3
te je |AS| = <. Tada je
[AN|* =

0
4’

»-IMGD
»IMOJ

6
pa je |AN| = 5 Kona¢no, trazeni je obujam jednak

:1|AN|'|BC| -|SN|:@
3 2 '
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
1. ozujka 2023.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.
Zadana je funkcija

f:R =R, f(x):;(ax—i-az),

pri ¢emu je a pozitivan realan broj razli¢it od 1. Koliko je f(p +t) + f(p —t) ako je
f(t) =201 f(p) = 257

Rjesenje.

Direktnim racunom dobivamo sljedeé¢i niz jednakosti:

1 1
_ = -+t —p—t - —t —p+t) _

f(p+t)+f(p—t)—2(ap +a™? >+2<a” +a’? )— 1 bod

1 1

+t —p—t —t —pt\ _ L t —t —py, . —t ) _
i(ap +a P +ad +a? )—2<ap(a +a ")+ aP(a —|—a)>— 2 boda
1
zi(at—l—a_t)-(ap—i-a_p): 1 bod
1

5 2/(t)-2f(p) = 22025 = 1000, 2 boda

Zadatak B-4.2.

Niz (x,) je zadan rekurzivnom formulom:
=1 zpp=z,+2n+1, n=>1
Odredite x9go3.

Prvo rjesenje.

Zapisimo prvih n > 1 ¢lanova niza:
I = 1

ZL‘QZZE1+2'1+1
T3 =2T9+2-2+1

Tp=2Tp1+2-(n—1)+1 1 bod

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2023. 26/36



Zbrajanjem gornjih jednakosti dobivamo

T+ Tt a3t Tt Ty =1+ Tt +2- (1424

Slijedi redom
Tp=2-1424+-+Mm—-1)+n-1,
odnosno
(n—1)-n
2

odakle sredivanjem zaklju¢ujemo da je x, = n?.

T, =2 +n,

Dakle, traZeni ¢lan iznosi zag3 = 20232

Drugo rjeSenje.

[zra¢unajmo prvih nekoliko ¢lanova niza:
I = 1

To=x1+2-1+1=1+2+1=4
T3 =29+2-24+1=4+4+1=9
ry=23+2-3+41=94+6+1=16

Tvrdimo da je z,, = n.

4+ n—-1)+n-1.

Dokazimo matematickom indukcijom da ova tvrdnja vrijedi za sve n € N.

Zan =1 jex; =1 =12 pa je baza indukcije ispunjena.

2

Pretpostavimo da tvrdnja 7T;, : x,, = n~ vrijedi za neki n € N.

Pokazimo da tada vrijedi i T;,;.

Tpy1 = Tp + 2n + 1. Kako je prema pretpostavci x, = n?, slijedi da je

Tpp1 =n?+2n+ 1= (n+1)? Sto znadi da vrijedi Ty, 1.

Buduéi da tvrdnja 7T, vrijedi za n =11 T,, = T,,11, tvrdnja vrijedi za sve n € N.

Konacno, trazeni je ¢lan age; = 20232

Napomena: Ukoliko ucenik zakljuci da je z,, = n? i izracuna 2023. ¢lan, a ne dokaze

tvrdnju matematickom indukcijom, dobiva najvise 2 boda.

Zadatak B-4.3.

Zbroj svih 1002-znamenkastih brojeva koji u svojem zapisu imaju tisu¢u nula i dvije

jedinice iznosi S. Odredite ostatak koji se dobije pri dijeljenju broja S brojem 3.
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Prvo rjeSenje.

Broj 1 mora biti na prvom mjestu iz ¢ega proizlazi da postoji 1001 broj s opisanim
svojstvom.

Te brojeve mozemo zbrojiti potpisujuéi jedan ispod drugog:

1100000. . .00
1010000...00
1001000...00
1000100...00
1000000...10

+1000000...01

Tada je
S =1001-10"" + 111...11 =1001111...11.
N———— N————

1001 jedinica 1002 jedinica
Broj S ima 1003 jedinice pa je zbroj svih njegovih znamenki jednak 1003.

Broj S pri dijeljenju s 3 ima isti ostatak kao i njegov zbroj znamenki, broj 1003, a to
je 1.

Drugo rjeSenje.
Broj 1 mora biti na prvom mjestu iz ¢ega proizlazi da postoji 1001 broj s opisanim
svojstvom.

Kod svakog od tih 1001 brojeva druga znamenka jednaka 1 ¢e se nalaziti na razli¢itom
tezinskom mjestu.

Dakle, zbroj svih 1002-znamenkastih brojeva koji u svom zapisu imaju tisu¢u nula i
dvije jedinice jednak je:

S =1001-10"" + (10" + 109 +--- + 10+ 1)

1001 znamenka 9
101001 -1

I S
999...99
1 1.1 1001 1 1.1 1001
= 1001 10" + = = 1001 107" 4

=1001- 10"t + 111...11
—_———
1001 jedinica
1001111 ...11 = 10%%* 4+ 111...11.
—_———
1002 jedinice
Broj 111...11 djeljiv je s 3 jer mu je zbroj znamenki djeljiv s 3 pa broj S mozemo

1002 jedinice
zapisati kao

S =10+ 3k=3-33...3 +3k+ 1.
N—_——

1004 trojki

Dakle, broj S daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.
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Zadatak B-4.4.

Odredite sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi:

3
|z +iz| =2, Re(z')=-2 i g < arg(z) < 2.

Prvo rjesenje.

3
Neka je z = r(cosp +ising), r = |z|, p € <27T,27T>.

Kako je |z +iz| = |2(1 +4)| = |2| - |1 + i| = r - v/2 = 2, zaklju¢ujemo da je r = /2.
Nadalje, 2* = r*(cos 4 + isindyp), te je Re(z*) = r* cosdp = —2.

1
Uvrstavanjem r = /2 u r* cos4p = —2 dobivamo cos4¢ = —3 odakle zakljucujemo

2
daje4¢:i§—|—k-27r, keZ, odnosnodajegpzi%%—k-%, ke Z.
3
Uvrstavanjem k € Z i uvazavanjem cinjenice da je ¢ € <27T, 27r> zakljucujemo da je
5% 117

Dakle, trazena rjeSenja su:

z1=ﬁ(cos?+isin57r> :\/§<1—i\/§> 2@ i\géy

3 2 2 2
110 . . 117 NEEE| V6 V2
ZQ_\@(COSG+Zsm6)_\/§<2_12>_2_12'

Napomena: Ucenik moze rjesenje ostaviti u trigonometrijskom ili standardnom za-
pisu.

Drugo rjeSenje.

3
Neka je z = = + yi, x,y € R. Kako je g < arg(z) < 2w, zakljuéujemo da je x > 0 i
y < 0.

Kako je |z 4+ iz| = |z +yi + xi —y| = \/(a:'—y)Q—i— (x +y)?1i|z+iz| = 2 dobivamo da
je (x —y)? + (x +y)? = 4, odnosno 2% + 3 = 2.

Primjenom binomne formule dobivamo da je z* = 2* + 423yi — 62%y? — 4ay®i + 1, a
kako je Re(z?) = —2 zakljucujemo da je 2t — 622y + y* = —2.

Dakle, treba rijesiti sustav jednadzbi:

{x4 Gy 4yt = 2,

2t +y? =2
Zapisemo li prvu jednadzbu u obliku (2? + y?)? — 82%y* = —2, tada uvrStavanjem
2% + 1% = 2 dobivamo da je 4 — 82%y? = —2, odnosno z%y? = =
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3
Dakle, 22 i y? rjesenja su kvadratne jednadzbe t? — 2t + 1= 0. 2 boda

3 1
Kako kvadratna jednadzba t? — 2t + 1= 0 ima rjesenja t; = 3 ity = 5 zakljucujemo da

sux,y € {i\/— :l:£ Konacno kako vrijedi da je x > 0 i y < 0 dobivamo rjesenja: 1 bod
z_ﬁ_i@iz_@_i@ 1 bod
T2 2 T2 2
Zadatak B-4.5.
Lracunaite zbroi 3 n 5 n 7 P 199
zracunajte zbro e
acthal T T e T 992 - 1002
Rjesenje.
e : . : . 2n+1
Primijetimo da je n-ti ¢lan danog zbroja oblika a, = —F——. 1 bod
n? - (n+1)?
Nadalje, ¢lan a,, mozemo zapisati u sljede¢em obliku:
2n+1 n n n+1 1 n 1
an — — g
n?-(n+1)? n2-(n+1)2 n2-n+1)? n-(n+1)2 n2-(n+1)
1 1 1 1 1 1 1 1\? 1 \?
_ < +>:(_ >( +>:<>_< ) 3 boda
n-(n+1)\n+1 n n n+1l/\n+1 n n n+1
Dakle, trazeni zbroj jednak je
3 - 5 7 - + 199 B
RETI 1002
- % 1 % (&)~ (i)
B 3 100
=1- () =1- _ 9% 2 boda
100 10000 10000
. o — (n+1)* -
Napomena: Ako ucenik odmah uoci da je n-ti ¢lan danog zbroja oblika a,, = ~————-
n? - (n+1)2
1\?2 1 \?
te da ga moze zapisati u obliku a,, = () — < n 1> dodjeljuju mu se 4 boda.
n n

Zadatak B-4.6.

Zadane su tocke M (2,—5) i N(—6,7). Koje tocke na pravcu x —y + 5 = 0 s tockama
M i N odreduju pravokutan trokut?

Prvo rjeSenje.

Kako trazene tocke leze na pravcu x —y+5 = 0, tada su njihove koordinate P(x, z+5),
x € R.

Moguca su tri slucaja.
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1. slucéaj Trokut MNP je pravokutan s pravim kutom pri tocki P.

Tada je W ]TV =0.

Kakojew (2 —x)i+ ( 10—9@]1PHN (=6 —2)i+ (2 —1x)] 1 bod
dobivamo jednadzbu (2 — x)(—6 — ) + (=10 — z)(2 — ) = 0, tj. kvadratnu jednadzbu

2% + 62 — 16 = 0 ¢ija su rjeSenja 21 = 21 29 = —8. 2 boda
Dakle, trazene tocke su Py(2,7) i Po(—8, —3). 1 bod

2. slucaj Trokut MNP je pravokutan s pravim kutom pri tocki M.

—_— — — — — —
Tada je MP - MN = 0, a kako je MP = (x —=2)i+ (zr+10)y i MN = —8i + 12y
dobivamo jednadzbu —8(x — 2) + 12(z + 10) = 0 ¢ije je rjesenje z = —34. 2 boda

Dakle, toc¢ka P ima koordinate P(—34, —29). 1 bod
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3. slucéaj Trokut MNP je pravokutan s pravim kutom pri tocki N.

— - e T
Tada je NP-NM =0, akakoje]ﬁj: (x+6)i+ (x—2)j 1 NM = 8i— 125 dobivamo

jednadzbu 8(x 4 6) — 12(x — 2) = 0 ¢ije je rjesenje x = 18.

Dakle, tocka P ima koordinate P(18,23).
Dakle, imamo Cetiri moguca rjesenja: P(2,7), P(—8,—3), P(—34,—-29), P(18,23).

Drugo rjeSenje.

Zadatak mozemo rijesiti koriste¢i Pitagorin poucak, tako da u svakom od slucajeva
umjesto cCinjenice da je skalarni produkt jednak nuli, koristimo ¢injenicu da je zbroj
kvadrata duljina odgovarajucih kateta jednak kvadratu duljine hipotenuze.

Kako trazene tocke leze na praveu z —y+5 = 0, tada su njihove koordinate P(x,z+5),
x € R.

Moguca su tri slucaja.

1. sluéaj Ako je MNP pravokutan trokut s pravim kutom pri tocki P tada vrijedi
|MN|? = |PM|? + |PN|*.

Koristenjem formule za udaljenost tocaka dobivamo da vrijedi
(=6 —2)° + (7T+5)* = (v — 2)° + (2 + 10)* + (z + 6)* + (z — 2),

odakle sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadZbu z? 4+ 6z — 16 = 0 ¢ija su rjeSenja
T, = 21 Ty = —8.

Dakle, trazene tocke su P(2,7) i Py(—8,—3).

2. slucéaj Ako je MNP pravokutan trokut s pravim kutom pri tocki M tada vrijedi
|PN|> = |[MN|* + |PM|*.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2023.
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Koristenjem formule za udaljenost tocaka dobivamo jednadzbu
(+6)* + (v = 2)* = (=6 = 2)° + (T +5)* + (z — 2)° + (z + 10)?,

¢ijim rjeSsavanjem nalazimo da je x = —34.

Dakle, toc¢ka P ima koordinate P(—34, —29).

3. slucaj Ako je M NP pravokutan trokut s pravim kutom pri tocki N tada vrijedi
|PM|?> = |MN|? + |PN|?.

Koristenjem formule za udaljenost tocaka dobivamo jednadzbu
(x =2+ (x+10)* = (=6 —2)> + (T+5)* + (z + 6)* + (z — 2)*,

iz koje nalazimo da je x = 18.
Dakle, tocka P ima koordinate P(18,23).
Dakle, imamo Cetiri moguca rjesenja: P(2,7), P(—8,—-3), P(—34,—29), P(18,23).

Trece rjesenje.
Slike su kao i u prvom rjesenju.

Kako trazene tocke leze na praveu z —y+5 = 0, tada su njihove koordinate P(x,z+5),
r € R.

1. slucéaj Trokut MNP je pravokutan s pravim kutom pri tocki P.
Koeficijent smjera pravca na kojem leze tocke P i N jednak je

Tz — 2
x+6

kpn =

Nadalje, koeficijent smjera pravca na kojem leze tocke P i M jednak je

x 4+ 10
kpy = .
PM =
Kako su ti pravei medusobno okomiti vrijedi da je kpy = . odakle dobivamo
PM
T —2 1 T —2 T —2
jednadzbu —— = — tj. =— .
PO 256~ T2+ 10 Y 2 x6 T x4+ 10

x—2
Daljnjim sredivanjem konac¢no dobivamo (x — 2)(2z + 16) = 0.
Rjesenja dobivene jednadzbe su x; =21 o = —8.

Dakle, trazene tocke su Py(2,7) i Py(—8,—3).
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2. sluc¢aj Trokut MNP je pravokutan s pravim kutom pri tocki M.

3
Koeficijent smjera pravca na kojem leze tocke M i N jednak je kyn = —5 Koeficijent
10
smjera pravca na kojem leze tocke M i P jednak je kpy = T 5
x _—

Kako su ti pravci medusobno okomiti vrijedi da je kynv - kpyr = —1, odakle dobivamo
jednadzbu

x + 10 < 3) _ 1

z— 2 2) 7
Cije je rjeSenje x = —34.

Dakle, trazena tocka je P(—34, —29).

3. slucaj Trokut MNP je pravokutan s pravim kutom pri tocki N.

3
Koeficijent smjera pravca na kojem leze tocke M i N jednak je kyn = —5- Koeficijent
-2
smjera pravca na kojem leze tocke N i P jednak je kyp = L—I—ﬁ
x
Kako su ti pravci medusobno okomiti tada je kyn - knp = —1, odakle dobivamo
jednadzbu

2 (-
z+6 2 ’
Cije je rjeSenje Cije je rjesenje x = 18.
Dakle, trazena tocka je P(18,23).
Dakle, imamo Cetiri moguca rjesenja: P(2,7), P(—8,—-3), P(—34,—29), P(18,23).

Zadatak B-4.7.

Zadan je paralelogram ABCD. Tocke E i F' su redom nozista visina povucenih iz vrha
_ S 1

D na stranicu AB, odnosno BC. Ako je cos<EDF = 3 |DE| = 20, |DF| = 32,

koliko iznosi povrsina cetverokuta DFEBF'?

Prvo rjesenje.

ONIO” — p

32
20
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Neka je <EDF = . Buduéi da je DE okomito na AB i CD, <FDC = 90° — . 1 bod
Tada je <DCB = <BAD = ¢. 1 bod
Iz trokuta DFC slijedi

ICF| 1
COSp = — = —
LTSI TR
odnosno .
|CF| = 5]0D|, 1 bod
a primjenom Pitagorinog poucka je
1 2
32% + (3|(JD|) = |CD, 1 bod
8
—|CDI|? = 322,
9
odnosno
|CD| = 24v/2.
Analogno, iz trokuta DEA dobivamo
|AE] 1
COSp = — = =
YT AD| ~ ¥
odnosno 1
|AE| = §|AD|, 1 bod
1 2
20° + (3\AD]) = |ADJ?, 1 bod
8
~|AD|* = 20°
9| ‘ ?
odnosno
|AD| = 15V/2.
Slijedi:

1
CF| = 5|CD| = 8v/2,
|BF| =15v2 —8V2 =17V2 1 bod
1
|[AE| = 5|AD| = 5V2,

|BE| = 24v2 — 5v2 = 19V2. 1 bod

Trazenu povrsinu cetverokuta DEBF' racunamo kao zbroj povrsina trokuta DEB i
BFD:

DE|-|BE DF|-|BF 20-19v2  32-72
_IDEL-IBE| | IDFI-[BF|_ 20192 2.1V _y, 15

P 2 boda
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Napomena: Duljine stranica paralelograma mogu se racunati i koriste¢i slicnost tro-
kuta AED i CFD. Bez obzira na nacin racunanja, to¢an iznos duljine jedne stranice
paralelograma vrijedi 2 boda, odnosno 4 za obje.

Nadalje, u cetverokutu DEBF kut <I"BE = 180° — ¢ pa se povrsina cetverokuta
moze izracunati kao:

|DE| - |DF| . |EB| - |BF)|
———slmp+ —m——

Ppepr = Perp + Pepr = sin(180° — ) =

. . 2
20-32 19v/2 - 7V2 . 3023,

2 s @ + 9 s =

Racunanje duljina |BE| i |BF| vrijedi 2 boda, a konacne povrsine 2 boda.

Drugo rjeSenje.

Slika je ista kao u prvom rjesenju.

Neka je <EDF = . Buduéi da je DE okomito na AB i CD, <FDC = 90° — ¢.
Tada je <DCB = <BAD = .

1 2v2
Kako je ¢ siljasti kut slijedi da je singp = /1 —cos? p = /1 — = = i

9 3
Lo |DF| : :
Iz trokuta DFC slijedi sin ¢ = CD| odakle dobivamo da je
|DF| 32
CD| = = - =24V2.
Dl sinp 242
3
: : : |IDE| : :
Analogno, iz trokuta DEA dobivamo sin ¢ = AD| odakle dobivamo da je
|DE] 20
AD| = =~ =15V2.
|4D| sing  2¢/2
3

Sada je povrsina paralelograma ABC'D jednaka

Pagep = |CD] - |DE| = 24v/2 - 20 = 480v/2.
Povrsina trokuta DFE A jednaka je
HEA:;puwwDEygmmr—w):;punwDEyam¢:;~wv§aoégzaw5
Nadalje, povrsina trokuta DFC' jednaka je
.HWC:;UHWWCDLQMWf—w):;MHWWCDLaB¢:;'%-%vrégzl%vi
Konac¢no povrsina cetverokuta DEBF' jednaka je

P = Pipcp — Ppea — Ppre = 480V2 — 500v/2 — 128v/2 = 302V/2.
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