SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
26. sijecnja 2023.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Otac Matko prije 10 godina imao je pet puta vise godina nego njegova dva sina Josip i
Kristijan zajedno. Tada je Josip bio dvostruko stariji od Kristijana. S druge strane, za
14 ¢e godina Josip i Kristijan zajedno imati jednako godina kao i njihov otac. Koliko
su sada stari Matko, Josip i Kristijan?

Prvo rjeSenje.

Oznac¢imo sa = broj godina koje je Kristijan imao prije 10 godina.

Iz uvjeta zadatka imamo da je Josip prije 10 godina imao 2z godina.

Matko je prije 10 godina imao 5(x + 2x) = 15z godina.

Za 14 godina svi ¢e imati 24 godine vise nego prije 10 godina: Kristijan ¢e imati x + 24
godine, Josip 2x + 24 godine, a Matko 15x 4 24 godine.

Iz zadnjeg uvjeta zadatka je tada
152 424 = (x + 24) + (22 + 24),

a rjeSsavanjem te jednadzbe dobivamo da je z = 2.

Prema tome sada Kristijan ima 12 godina, Josip 14 godina i Matko 40 godina.

Drugo rjeSenje.

Oznac¢imo sa k broj godina koje trenutno ima Kristijan, s j broj godina koje trenutno
ima Josip i s m broj godina koje trenutno ima Matko.

Iz uvjeta zadatka dobijemo sljedeci sustav jednadzbi

m —10 =5(j — 10 + k — 10),
Jj — 10 = 2(k — 10),
m+14 = (j+14) + (k + 14).

Rjesavanjem tog sustava dobijemo k£ = 12, j = 14 i m = 40.

Dakle, Kristijan trenutno ima 12 godina, Josip 14 godina i Matko 40 godina.
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Napomena: Zadatak se moze rijesiti i na mnoge druge nacine, uvodedi jednu, dvije ili tri
nepoznanice. Svaki od tri uvjeta (u prve tri reCenice teksta zadatka) zapisanog preko
odabranih nepoznanica vrijedi po 1 bod, rjesavanje sustava i odredivanje vrijednosti
nepoznanica vrijedi 2 boda, te odgovor vrijedi 1 bod. Iznimno, u drugom rjesenju zadnja
3 boda su spojena buduéi da su upravo nepoznanice trazene vrijednosti u zadatku.

Kao i u ostalim zadatcima, moguéi su parcijalni bodovi u dijelu rjesavanja jednadzbi
u slucaju pogreske, po principu prati gresku.

Zadatak A-1.2.

Dan je pravokutan trokut ABC' s pravim kutom pri vrhu C. Neka je N noziste visine
iz vrha C', M poloviste hipotenuze i L sjeciste simetrale pravog kuta s hipotenuzom.
Ako mjera kuta <LCN iznosi 15°, odredi mjeru kuta <M C'L.

Rjesenje.

Oznac¢imo s o mjeru kuta <BAC.
Iz pravokutnog trokuta ABC' imamo da je <CBA = 90° — a.
Kako je to¢ka M poloviste hipotenuze AB pravokutnog trokuta ABC slijedi da je M

ujedno i srediste opisane kruznice trokuta ABC'. 1 bod
Zato je trokut M C A jednakokracan, pa je prema tome <ACM = <MAC = a. 1 bod
Iz pravokutnog trokuta BC'N imamo da je <NCB = a. 1 bod
Zakljucujemo da je <NCB = <ACM.

Kako L lezi na simetrali kuta, vrijedi <ACL = <LCB. 1 bod
Iz zadnje dvije jednakosti zaklju¢ujemo da je <M CL = <LC'N = 15°. 2 boda
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Napomena: Zadnji korak u rjesenju moguce je zamijeniti dvama manjim koracima:
racun kuta « (uzimajuéi u obzir da je <ACL = <LCB = 45°), te konacno racun
nepoznatog kuta <M C'L iz «. Postoje dvije moguc¢nosti za mjeru tog kuta: u slucaju
da je |[AC| > |BC|, tocke A, M, L, N i B se tim redoslijedom nalaze na hipotenuzi, te «
iznosi 30°; u sluc¢aju da je |AC| < |BC|, tocke B, M, L, N i A se tim redoslijedom nalaze
na hipotenuzi, a « iznosi 60°. Za potpuni broj bodova rjeSenje ne mora komentirati
oba slucaja (dovoljan je samo jedan slucaj), niti mora dokazivati poredak tocaka M,
L i N na hipotenuzi.

Zadatak A-1.3.

Dokazi da je za sve prirodne brojeve n broj n* — n? djeljiv s 12.

Prvo rjeSenje.

Uoc¢imo da je n* —n? =n?(n —1)(n + 1).

Ako je n paran broj, tada je n? djeljiv s 4, pa je zato izraz n?(n —1)(n+ 1) djeljiv s 4.
Ako je n neparan broj, tada su brojevi n — 1 i n 4+ 1 biti parni. Zbog toga je broj
(n —1)(n + 1) djeljiv s 4 pa je samim time i izraz n?(n — 1)(n + 1) djeljiv s 4.

U oba slucaja izraz n?(n — 1)(n + 1) djeljiv je s 4.

S druge strane, buduc¢i da sun — 1, n i n+ 1 tri uzastopna cijela broja, tocno jedan od
njih je djeljiv s 3. Zato je i cijeli umnozak n* —n? = n?(n — 1)(n + 1) djeljiv s 3.

Kako smo dokazali da je trazeni izraz djeljiv s 3 i 4, zakljucujemo da je djeljiv s 12 za
sve prirodne brojeve n.

Drugo rjeSenje.
Dokazimo da je n* — n? djeljivo s 4 za sve prirodne brojeve n.
Ako je n paran broj, tada je n = 2k za neki k& € N. U tom slucaju je n* — n? =
4(4k* — k%), tj. izraz n* — n? je djeljiv s 4.
Ako je n neparan broj, tada je n = 2k + 1 za neki k € Ny. U tom slucaju je
n® =4k +k)+1 i n* =44k +k)*+2(K +k)) +1.

Dakle, n? i n* daju ostatak 1 pri dijeljenju s 4, pa je onda njihova razlika n* — n?

djeljiva s 4.

DokaZimo jo$ da je broj n* — n? djeljiv s 3 za sve prirodne brojeve n.

Ako je n djeljiv s 3, tada je n = 3k za neki prirodan broj k. Tada je n*—n? = 9(9k*—k?),
tj. broj n* — n? je djeljiv s 3.

Ako je n oblika n = 3k + 1 za neki k € Ny, tada je n? = 3(3k? + 2k) + 1. Ako je oblika
n = 3k + 2, za neki k € Ny, tada je n> = 3(3k* + 4k + 1) + 1.

U oba slu¢aja kada n nije djeljiv s 3 broj n? oblika je 3a + 1 za neki a € Ny, pa je zato

n* = (n*)? = (3a+1)* = 3(3a* + 2a) + 1

Konaé¢no, imamo da je n* —n? = 3(3a% + a), odnosno da je izraz n* — n? djeljiv s 3.

4 4

Kako je izraz n* — n? djeljiv s 3 i 4, zakljuéujemo da je n* — n? djeljiv s 12 za sve

prirodne brojeve n.
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Napomena: Dokaz djeljivosti broja n* — n? s 4 moZe se provesti promatranjem svih
mogucih ostataka broja n pri dijeljenju s 4. Bodovanje takvog rjesenja treba prilagoditi
uz drugo rjesenje.

Drugo rjesenje moguce je provesti kongruencijama.

Dijelove ovih rjesenja moguce je kombinirati. Dokazi djeljivosti izraza s 3 nosi 2 boda,
a dokaz djeljivosti s 4 nosi 3 boda. Zadnji bod ostvaruje se za zakljucak da tvrdnja
slijedi dokaze li se djeljivost izraza s 3 i 4. Rjesenje koje bi prema gornjim bodovnim
shemama ostvarilo manje ili jednako 2 boda, dodatni 1 bod moze ostvariti u slucaju
spomena jednakosti n* —n? = n?(n — 1)(n + 1).

Zadatak A-1.4.

Neka su a, b i c realni brojevi razli¢iti od nule za koje vrijedi

1 1 1
at+b+c=0 1 —+-4+-=1.
a b ¢

Dokazi da je abc < 0.

Prvo rjeSenje.

Ako je abe = 0, tada je neki od brojeva a, b, ¢ jednak nuli Sto je kontradikcija s uvjetom
zadatka. Zato je abc # 0.

Mnozenjem druge jednakosti iz teksta zadatka s abc dobivamo
ab + bc + ac = abc.
Kvadriranjem jednakosti a + b + ¢ = 0 slijedi
a’ + V% + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac = 0,

odnosno 1
ab+be+ac = =5 (a® + 7+ %)

Usporedujuéi dobivene vrijednosti za ab + bc + ca, dobivamo
Loy 1o 2
abc = ab + bc + ac = —3 (a +0"+c )
Kako je zbroj kvadrata realnih brojeva nenegativan broj, zakljuc¢ujemo da je zadnji

izraz nuzno nepozitivan, odakle je abc < 0. Zajedno sa zakljuckom s pocetka (abc # 0)
zakljucujemo da je abc < 0, sto je i trebalo dokazati.
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Drugo rjeSenje.
Pretpostavimo suprotno, abc > 0.
Kao u prethodnom rjesenju zaklju¢imo da je abc # 0, te da je druga jednakost ekviva-

lentna s
ab + be + ac = abe.

Posebno, nijedan od brojeva a, b i ¢ nije jednak nuli.

Kako je abc # 0 i abc > 0, nuzno je abc > 0. To je moguce ako je neparno mnogo
brojeva a, b, ¢ pozitivno. No, zbog uvjeta a+0b+c = 0, nemoguce je da su svi pozitivni.
Zato je jedan od njih pozitivan, a dva su negativna.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo a > 0, b < 0, ¢ < 0. Izrazimo li iz prve

jednakosti
a=—-b—c,

imamo sljedeéi niz ekvivalentnih jednakosti:

ab + bc + ac = abc
a(b+ c¢) + be = abe
—(b+¢)?® + be = abe
0= abc+ (b+c)® — be
0 = abc + b*> + ¢ + be.

Brojevi b2, ¢? i be su pozitivni realni brojevi kao umnosci dvaju negativnih, pa je cijela
desna strana posljednje jednakosti pozitivna. Dakle, ona ne moze biti jednaka nuli, pa
smo dobili kontradikciju s nasom pretpostavkom abc > 0. Zato je zaista abc < 0, sto
je i trebalo dokazati.

Napomena: Cetvrti bod u prvoj bodovnoj shemi ostvaruje se za ekvivalentne jednadzbe
u kojima se izrazi ab + bc + ca i a® + b* + ¢? nalaze na suprotnim stranama jednakosti.

Cetvrti bod u drugoj bodovnoj shemi ostvaruje se isklju¢ivo za izrazavanje jedne va-
rijable preko druge dvije tek kada se pretpostavi da je ona pozitivna, a druge dvije
nisu.

Zadatak A-1.5.

Na plod¢i su napisana 2023 razlicita realna broja. Ako svaki broj na plo¢i (istovremeno)
zamijenimo zbrojem svih ostalih brojeva, na ploé¢i ¢e biti ista 2023 broja kao i na
pocetku.

Koje sve vrijednosti moze poprimiti umnozak svih brojeva na plo¢i u nekom tre-
nutku?
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Prvo rjeSenje.

Oznacimo brojeve koji su pocetno napisani na ploc¢i redom s x1, X3, ..., Tggs3 i neka
je S=x1+Tg+ ...+ Topo3.

Buduci da nakon prve zamjene brojeva na ploc¢i ponovo dobijemo iste brojeve, slijedi
da ¢e i nakon bilo koje druge zamjene na ploci pisati pocetni brojevi.

Prema tome umnozak svih brojeva na ploci ¢e u svakom trenutku biti isti umnosku
pocetnih brojeva na ploci. Ista tvrdnja vrijedi i za zbroj brojeva na ploci.

Nakon prve zamjene brojeva na ploci ¢e tada pisati brojevi s—x1, s—xa, ..., S—T2023.
Kako su to isti brojevi koji su pocetno pisali na ploc¢i imamo da je njihov zbroj takoder
jednak s, tj.

s = (S—$1)+(8—I2)+...+(S—$2023) = 2023s — <$1+$2+...+$2023) = 2022s.

Iz gornje jednadzbe slijedi da je s = 0.
Prema tome, brojevi na ploc¢i nakon prve zamjene su —xy, —x9, ..., —Zo23.

Kako se ponovo radi o istim brojevima koji su pocetno bili napisani na plo¢i imamo
da ¢e umnozak svih brojeva prije i nakon zamjene biti jednak, odnosno

1T ... T2023 — (—xl) . (—.TQ) Lt (—l’gogg) = —XT1 -T2 ... T2023-

Iz gornje jednakosti imamo x1 - &g - ... X993 = 0.

Dakle, umnozak svih brojeva na plo¢i u svakom trenutku ¢ée uvijek biti 0.

Drugo rjeSenje.

Kao u gornjem rjesenju zaklju¢imo da ako su brojevi na ploc¢i nakon prvog poteza jed-
naki suprotnim vrijednostima brojeva napisanim na ploci na pocetku, te da se umnozak
nakon svakog poteza ne mijenja.

Bez smanjenja opcenitosti, neka je x; > x9 > ... > T9g3. Tada vrijedi —xogo3 >
—Tog22 > ... > —x1. Kako su brojevi koji su pisali na plo¢i na pocetku jednaki onima
nakon izvrsenja jednog poteza, nuzno je

T1 = —T2023, T2 = —T2022; ---, L2023 = —X1.

Posebno, x1919 = —x1912, odnosno x1912 = 0.
Kako je jedan od brojeva na plo¢i jednak nuli, zaklju¢ujemo da je umnozak tih brojeva
jednak nula, te ¢e tako biti i nakon svakog poteza.

Napomena: Rjesenje ostvaruje prvi bod iz prve bodovne sheme ako u bilo kojem obliku
spominje jednakost koja govori da je zbroj svih brojeva na ploci prije zamjene jednak
zbroju svih brojeva na ploc¢i nakon zamjene, ili analognu tvrdnju za umnozak.

Zadatak A-1.6.

Neka je ABCDFE konveksan peterokut kojemu su sve stranice sukladne, a kutovi pri
vrhovima C' i D pravi. Ako je P sjeciste duzina AC i BD, dokazi da je |PA| = |PD|.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2023.
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Rjesenje.

DuZine BC i DE ¢&etverokuta BODE okomite su na duzinu C'D, pa su medusobno
paralelne. Buduéi da su jednakih duljina, ¢etverokut BC'DE je paralelogram.

Dodatno, kako je stranica tog ¢etverokuta C'D okomita na te dvije stranice, i jednake
je duljine, BCDE je kvadrat.

Bududi da je BCDE kvadrat imamo da je |BE| = |CD| = |AE| = |AB|. Dakle, u
trokutu ABFE sve stranice su jednake duljine, pa je zato to jednakostrani¢an trokut.

Posebno vrijedi <EFAB = 60°, <DFA = <DEB + <BFEA = 90° + 60° = 150°, te
<IABC = <EBC + <ABE = 90° 4 60° = 150°.

Trokut ADFE je jednakokracan, pa je zato
1
<DAE = <FDA = 3 (180° — <«DFEA) = 15°.

Analogno, trokut ABC' je jednakokracan, pa je zato <BAC = 15°.
U jednakokra¢nom pravokutnom trokutu EBD zaklju¢ujemo <E DB = 45°.
Zato slijedi

<PAD = <VAB — <FAD — <CAB = 30°,
<DAP = <EDB — <FFDA = 30°.

Zato je <PAD = <DAP, odakle zakljucujemo da je trokut PDA jednakokracan,
odnosno da je |PA| = |PD|, sto je i trebalo dokazati.
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Napomena: Tvrdnja da je cetverokut BCDFE kvadrat nosi 1 bod, dok dokaz te tvrdnje
nosi 2 boda.

Zadatak A-1.7.

Neka sul =d; < dy < d3 < dy < d5 < dg = n svi prirodni djelitelji broja n takvi da
je ds =289 i d3 — dy = 10. Odredi n.

Prvo rjesenje.

Uoc¢imo da je ds = 289 = 172,

Kako je ds djelitelj od n, slijedi da je n = dsm = 17% - m za neki prirodan broj m.

Ocito m # 1 jer bi tada vrijedilo

de = n =dsm = ds < dg.

Ako je m = 17, tada je n = 173. Medutim, svi djelitelji broja 173 su 1, 17, 17% i 175.
Tada bi n imao 4 djelitelja, Sto je kontradikcija s uvjetom zadatka da n ima tocno 6
djelitelja.

Sli¢no zakljuéujemo da u sluéaju m = 172 broj n ima ukupno samo 5 djelitelja.
Buduéi da je m razli¢it od 1, 17 i 172, iz n = 17% - m zaklju¢ujemo da su

1, 17, m, 17m, 172 i 17®m
razlic¢iti djelitelji broja n (u nekom poretku). Buduéi da je njih to¢no 6 zaklju¢ujemo
da su to ujedno i svi djelitelji od n.

Buduéi da sum i 17 veéi od 1 i manji od 17m (jer je m # 1) imamo da je ili dy = 17
(i time d3 = m) ili do = m (i d3 = 17).

Ako je dy = 17, tada je d3 = 10+ dy = 27 = 33, pa imamo da je n = 17%-3%. Medutim,
to rjesenje otpada jer 7% - 3% ima vise od 6 djelitelja.

Ako je d3 = 17, tada je m = dy = d3 — 10 = 7, pa imamo da je n = 172 - 7.

Direktnom provjerom vidimo da broj 172 - 7 = 2023 zaista ima 6 djelitelja, i da mu je
289 peti po veli¢ini.

Dakle, n = 17% - 7 = 2023 je jedini broj s traZenim svojstvom.

Drugo rjeSenje.

Kako je d5 = 289 djelitelj od n, a 17 njegov djelitelj, zaklju¢ujemo da je 17 djelitelj i
broja n.

Kako je dy =1 < 17 < 17? = d5, imamo tri moguénosti: dy = 17, d3 = 17 ili dy = 17.

Ako je dy = 17, tada je d3 = 10 + dy = 27. No, tada 3 | 27 i d3 = 27 | n, pa jei 3
djelitelj broja n. On je manji od 17, sto daje kontradikciju s dy = 17.

Ako je d3 = 17, tada je dy = d3 — 10 = 7. U tom slucaju svi brojevi

1, 7,17, 7-17, 17%, 7-17?
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djelitelji su broja n. Njih ima 6, Sto znaci da ih ne smije biti vise, Sto je moguce tek
ako je n jednak zadnjem od njih: n =717 = 2023.

Direktnom provjerom vidimo da broj 17% - 7 = 2023 zaista ima 6 djelitelja ($to vidimo
i odozgo), i da mu je 289 peti po velicini.

Preostaje slucaj dy = 17.

Primijetimo da je dy relativno prost sa 17 buduéi da je manji od njega.

Kako je dodatno ds | n 1 17 | n, zakljuCujemo da 17dy | n, tj. broj 17d, je djelitelj broja
n.

Dakle, postoji i € {1,2,3,4,5,6} takav da je d; = 17ds, te da su svi djelitelji poredani
po veli¢ini. S druge strane, vrijedi

dy =17 < 17dy < 17* = 289 = dj,

te time dobivamo kontradikciju.

Dakle, n = 17% - 7 = 2023 je jedini broj s trazenim svojstvom.

Napomena: Rjesenje koje ne provjeri da n = 2023 zadovoljava sve uvjete zadatka vrijedi
najvise 9 bodova (ne ostvaruje deseti bod prve bodovne sheme, odnosno peti bod druge
bodovne sheme). Pronalazak broja n = 2023 bez provjere svih uvjeta zadatka nosi
0 bodova (ne ostvaruje se isti bod). Pronalazak broja n = 2023 uz provjeru svih uvjeta
zadatka nosi gore spomenuti 1 bod.

Provjera da moguénost d3 = 17 vodi na potencijalno rjesenje n = 2023 nosi 1 bod.
Dokaz da sluc¢aj dy = 17 ne vodi rjesenju nosi 1 bod.

Tvrdnje n = dods i n = dzds mogu se iskoristiti za dijelove dokaza. Stoga rjeSenja koja
uklju¢uju barem jednu od te dvije jednakosti, te ukupno zasluzuju manje ili jednako
od 1 bod, ostvaruju dodatni 1 bod.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2023.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
26. sijecnja 2023.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.
3Ty + 1175

Neka su z; i x5 razli¢ita rjesenja jednadzbe 22 + 5z +3 = 0. Izracunaj n
T i)

Rjesenje.
Prema Vieteovim formulama slijedi

T —f-l’g == —5,

$1'$2:3.

Iz formule za kvadrat zbroja slijedi

o3+ 2k = (z1 4+ 22)* — 21929 = 5% —2-3 = 19.

Zato je brojnik trazenog razlomka jednak
T3y + 1175 = 30 (2% + 25) = 319 = 57,
a trazena vrijednost iznosi

aizy +mwy 57 57
T+ X9 _—5_ 5

Napomena: Do rezultata se moze doci i eksplicitnim racunanjem rjesenja kvadratne

—5+t+25—-12 —5++vI13

prati gornju bodovnu shemu: tocan izracun vrijednosti z; i zo nosi 0 bodova, tek
odredivanje izraza koji ukljucuju z; i xs (kao u gornjem rjesenju) nose odgovarajuée
bodove.

jednadzbe koja iznose x5 = . Bodovanje takvog rjesenja

Zadatak A-2.2.

Odredi sve vrijednosti parametra p € R za koje su sva rjesenja jednadzbe 2 + px +
2023 = 0 cijeli brojevi.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2023.
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Rjesenje.
Oznadimo s x; i x5 rjesenja jednadzbe 22+ px+2023 = 0. Prema Vieteovim formulama
slijedi

T1+ T2 = —p,
Ty Ty = 2023.

Rastav broja 2023 na proste faktore iznosi 2023 = 7 - 172.

Kako su x; i x5 cijeli brojevi, oni su nuzno djelitelji broja 2023 (oni iznose
+1, £7, £17, £119, £289, +2023),

koji pomnozeni daju 2023.

Ako su x7 i x5 jednaki brojevima 1 i 2023 u nekom poretku, tada je p = —(142023) =
—2024. Ako su x; i x5 jednaki brojevima —1 i —2023, tada je p = 2024.

Ako su x; i x5 jednaki brojevima 7 i 289 u nekom poretku, tada je p = —(7 4 289) =
—296. U slucaju suprotnih predznaka za 1 i xo imamo p = 296.

Konac¢no, ako su x; i x5 jednaki brojevima 17 i 119 u nekom poretku, tada je p =
—(17+119) = —126, a u slucaju suprotnih predznaka dobivamo i moguénost p = 126.

Stoga su sve moguce vrijednosti parametra p s trazenim svojstvom 42024, £296 i
+126.

Napomena: Rjesenje u kojem su pronadena samo sva pozitivna (ili negativna) rjesenja
za p ostvaruje 1 bod od zadnja 3 boda gornje bodovne sheme.

Zadatak A-2.3.

Neka su p i ¢ prosti brojevi takvi da su p+q—+4 i pg— 12 takoder prosti brojevi. Odredi
p+q.

Rjesenje.

Brojevi p i ¢ ne mogu biti iste parnosti jer bi tada p + ¢ + 4 bio paran broj strogo veci
od 2. Zato je jedan od brojeva p ili ¢ jednak 2.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je p = 2.

Prema uvjetu zadatka tada su g + 6 i 2¢ — 12 prosti brojevi. Broj 2¢ — 12 je ocito
paran, a kako je i prost mora vrijediti 2¢ — 12 =2, tj. ¢ = 7.

Brojevi ¢ =71 p+ q+ 4 = 13 su takoder prosti, pa su svi uvjeti zadatka zadovoljeni.
Zato je konacno p+q = 9.
Napomena: Peti bod iz gornje bodovne sheme moguce je ostvariti tek ako rjesenje

provjeri (ili spomene) da su zaista sva Cetiri broja p = 2, ¢ = 7, p+q¢+4 = 13 i
pq — 12 = 2 prosta.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2023.
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Zadatak A-2.4.

Dan je trokut ABC. Neka je M poloviste stranice AB i H ortocentar tog trokuta.
Ako je |[HM| = 1|AB]|, dokazi da je trokut ABC pravokutan.

Prvo rjeSenje.

Oznac¢imo s «, (i1 v mjere kutova trokuta ABC pri vrhovima A, B i C' redom. Neka
su tocke A" i B’ redom nozista visina iz vrhova A i B trokuta ABC.

Promatrajuéi trokut ABA’ vidimo da je <HAB = 90° — <A’'BA = 90° — 3. 1 bod
Analogno, promatrajuéi trokut ABB’ dobivamo da je <HBA = 90° — a.
Konacno, iz trokuta ABH slijedi

<BHA =180° — <HBA — <HAB = 180° — (90° — a) — (90° — 3) = 180° — 7, 2 boda

odnosno v = 180° — <BHA.

Kako je M poloviste stranice AB, zajedno s uvjetom iz zadatka vrijedi |[HM| =

%|AB|:|AM|:|BM|. 1 bod
Zakljucujemo da je M srediste opisane kruznice trokutu ABH. Kako je i poloviste
stranice AB, slijedi da je trokut ABH pravokutan, odnosno <BH A = 90°. 1 bod

Konac¢no imamo da je
<BCA =180°—<BHA = 180° — 90° = 90°, 1 bod

odakle zaklju¢ujemo da je trokut ABC' pravokutan.
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Drugo rjeSenje.

Kao u prethodnom rjesenju zakljucujemo da je <BHA = 90°.

Dodatno, kao u prethodnom rjesenju, oznac¢imo nozista visina iz vrhova A i B trokuta
ABC s A'i B'.

Kako je «<BHA = <BB'A = 90°, pravci AH i AC su okomiti na BH, pa su medusobno
paralelni. Kako prolaze istom tockom, slijedi da se radi o istom pravcu, odnosno H
lezi na pravcu AC.

Analogno mozemo zakljuciti i da se H nalazi na pravcu BC.

Zato je H presjek pravaca AC i BC, isto kao i tocka C, odnosno tocke C' i H se
poklapaju.

Zato je <BCA = <BHA =90°, pa je trokut ABC' pravokutan.

Zadatak A-2.5.

Neka je z realan broj razlicit od —1 1 1. Dokazi da vrijedi

1 1

2 > 2.
o +(a:—1)2+(1’+1)2/

Prvo rjeSenje.
Sljedece nejednakosti su medusobno ekvivalentne:

1 1
-1 i
2(x—1)*z+1)2+ (z+1)2+ (z — 1)?
o= 2 + 1)

28— 22% + 322 4 2 > 9

(x —1)2(z + 1)2

2% — 221 4+ 322 + 2

(z —1)*(z+1)°

29 — 224 + 322 + 2 — 2(z — 1)*(z + 1)?
(x —1)2(z+1)2

28 — 4zt + T2 0

(z—1)2(x+1)2 7 7

2+

> 2

-220

=0

Nazivnik je o¢ito pozitivan (nije nula jer x # £1).

Za brojnik vrijedi

2% — 4zt + T2? = 2% (2t — 42 + 7)
= 2?(z" — 42® + 4+ 3)
= 2%((2% — 2)* + 3),

pa je nenegativan kao umnozak dvaju takvih faktora.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2023.
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Zato je i
28 — 4zt 4 Ta?
(x—1)2(xz+1)2 7 7

sto je ekvivalentno s pocetnom nejednakosti, pa je tvrdnja zadatka dokazana.

Drugo rjeSenje.

Primijetimo najprije da su svi pribrojnici s lijeve strane nenegativni. Ako je |z| > /2

onda je 22 > 2 te je nejednakost zadovoljena. 1 bod
Preostaje pokazati tvrdnju za  za koje je |z| < v/2.

Za takav x vrijedi 0 < 22 < 2, a to je ekvivalentno s —1 < 22 — 1 < 1, odnosno vrijedi
|22 — 1] < 1. 1 bod

Lijeva strana zadnje nejednakosti nikad nije jednaka nuli iz uvjeta zadatka. Zato
smijemo uzeti recipro¢nu vrijednost na obje (pozitivne) strane nejednakosti i zakljuéiti

1

— >1. 1 bod
2% — 1]

Primjenom A-G nejednakosti na drugi i tre¢i pribrojnik s lijeve strane nejednakosti iz
teksta zadatka dobivamo

1 1
‘:’ 2 > 2 3 boda

1 1 1 1
+ Z 2 : = ' z
(x—1)2  (x+1)? \/(:C— 1)2 (x+1)? r—1 x+1 2 — 1|

Zajedno s 22 > 0, zakljucujemo da nejednakost vrijedi i u slucaju |z| < /2. Dakle,
nejednakost vrijedi za sve realne x razli¢ite od —11i 1.

Zadatak A-2.6.

Odredi sve uredene trojke cijelih brojeva (a, b, ¢) za koje vrijedi

a® — 2ab + c® = ac — 13,
b + ac = 23.

Rjesenje.
Zbrojimo li zadane jednadzbe dobivamo:

(a—b)* +c = 10. 2 boda

Kako su a — b i ¢ cijeli brojevi, iz prethodne jednakosti imamo da je zbroj kvadrata
dvaju cijelih brojeva jednak 10. Jedina dva takva kvadrata su 119 (te 9 i 1), pa
posebno zakljucujemo da je ¢ € {—3,—1,1, 3}. 1 bod

Ako je ¢ € {—3,3}, izraz ac u drugoj jednadzbi djeljiv je s 3. Zato izraz b*> mora davati
ostatak 2 pri dijeljenju s 3 (jer takav ostatak daje i broj 23). To nije moguée ni za koji

kvadrat cijelog broja, pa u ovom sluc¢aju nema rjesenja. 2 boda
Ako je ¢ = —1 imamo (a—b)? = 9, odnosno a—b = £3. Ako je a—b = 3, uvrstavanjem
u drugu jednadZbu sustava dobivamo b? — b — 26 = 0 §to nema cjelobrojnih rjesenja. 1 bod
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Ako je a — b = —3, iz druge jednadzbe imamo b* — b — 20 = 0. RjeSenja ova kvadratne
jednadzbe su by = —4, by = 5, odakle dobivamo kandidate za rjesenja:

(a,b,c) = (=7,—-4,-1) i (a,b,c)=(2,5,—1).
Ako je ¢ = 1 ponovno imamo (a — b)? = 9, odnosno a — b = +3. Ako je a —b = —3,
druga jednadzba sustava daje b* + b — 26 = 0 $to nema cjelobrojnih rjesenja.

Ako je a — b = 3, dobivamo b*> + b — 20 = 0. RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su
by = —5, by = 4, ¢ime dobivamo nove kandidate za rjeSenja:

(a,b,c) =(—2,-5,1) i (a,b,c)=(7,4,1).

Direktnom provjerom vidimo da su sve cetiri trojke
(a,b,c) € {(=7,—4,-1),(2,5,—1),(=2,-5,1),(7,4,1)}.

uistinu trazena rjesenja.

Zadatak A-2.7.

Na ploci dimenzija 100 x 100 nalaze se dvije figure —
u gornjem lijevom polju je kralj, a u gornjem desnom
skakac¢. Figure se naizmjenicno pomicu, a kralj krece X X
prvi. Obje figure se kre¢u kao u sahu: skakac se s polja X X
oznacenog kruzi¢em moze pomaknuti na jedno od osam

se kralj u svom potezu pomice na jedno od (najvise) X X
osam susjednih polja. Moze li kralj sigurno do¢i do do- X X
njeg desnog polja ploce, a da ga skakac¢ pritom ne ulovi?

Rjesenje.

Odgovor je da: kralj moze sigurno doc¢i do donjeg desnog polja ploce.

Obojimo polja plo¢e naizmjeni¢no crno i bijelo (kao u Sahu), tako da je gornje lijevo
polje obojano crnom bojom. Tada se skaka¢ na pocetku nalazi na bijelom polju, dok
kralj krec¢e sa crnog polja.

Primijetimo da skaka¢ u svakom potezu mijenja boju polja na kojoj se nalazi.

Sada opisujemo strategiju kojom kralj dolazi do cilja pritom izbjegavajuéi polja koja
skakac¢ napada. Prvih 98 koraka kralj bira potez desno ili potez desno-dolje.

Dva polja na kojima se kralj moze u sljede¢em trenutku naéi dijele stranicu. Medu ta
dva postoji polje na kojem se skaka¢ ne nalazi, niti se moze naci u svojem sljede¢em
potezu. Kako su razlicite boje, skaka¢ ne moze napadati oba istovremeno, a kako su
susjedna, ukoliko se skakac¢ nalazi na jednom od njih, ne moze se u sljede¢em potezu
pomaknuti na preostalo. Zato kralj moze sigurno izvesti taj potez.

Nakon 98 koraka kralj se nalazi u predzadnjem stupcu i ne nalazi se u zadnjem retku.

Nakon toga, kralj bira sljede¢u strategiju: ako se nalazi u predzadnjem stupcu bira
potez dolje ili dolje-desno, a ukoliko se nalazi u zadnjem stupcu bira potez dolje ili
dolje-lijevo.
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Ponovno u svakom trenutku moze sigurno izvesti jedan od ta dva poteza, jer se radi o
dva polja koja dijele stranicu.

Kralj ovim potezima uvijek ostaje u jednom od posljednja dva stupca, a pomice se za
jedan redak prema dolje, pa se sigurno priblizava cilju.

Ove poteze kralj ponavlja do predzadnjeg retka, kada se pomice na ciljno polje (ako
se skaka¢ ne nalazi na tom polju) ili se pomakne na polje u predzadnjem stupcu i
zadnjem retku prije pomicanja na ciljno polje u nadolazeé¢em koraku, kada se skakac
vise ne nalazi na ciljnom polju.

Ovom strategijom kralj sigurno dolazi na ciljno polje na siguran nacin, sto je i trebalo
dokazati.

Napomena: Bodovna shema je sljedec¢eg oblika:

toCan odgovor na pitanje u tekstu zadatka (1 bod);
« opis strategije kralja (2 boda, u gornjem rjesenju cetvrti i deveti bod);

» obrazlozenje sigurnosti strategije, tj. obrazlozenje da skaka¢ nikad nece uloviti
kralja (5 bodova, od ¢ega 1 bod za uvodenje bojanja ploce i 1 bod za tvrdnju da
skaka¢ mijenja poju polja na kojoj se nalazi u svakom koraku);

« ako to nije jasno iz samog opisa strategije, obrazlozenje da ¢e se kralj opisanom
strategijom sigurno naci na ciljnom polju plo¢e u konacno mnogo koraka (2 boda,
u gornjem rjesenju osmi i deseti bod).

Rjesenje koje ne pokriva slucaj da kralj izbjegava polje ploce na kojem se u tom trenutku
nalazi skakac¢ gubi 1 bod, iz dijela za obrazlozZenje sigurnosti strategije. Rjesenje koje
pokriva taj slucaj osim u zadnjem koraku ne gubi nijedan bod.

Uvodenje bojanja nije kljuéno za obrazlozenje sigurnosti strategije. RjeSenje koje u
potpunosti obrazlozi da skaka¢ ne moze uloviti kralja strategijom opisanom u tom
rjeSenju bez uvodenja bojanja ostvaruje svih 5 bodova za taj dio rjesenja.

Svako drugo rjesenje treba biti bodovano prema opisanoj bodovnoj shemi.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2023.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
26. sijecnja 2023.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.

Odredi sve realne brojeve a za koje jednadzba
12 = 1| —2| =a
ima tocno dva realna rjesenja.

Prvo rjeSenje.

Rijesimo jednadzbu u ovisnosti u parametru a. Primijetimo prvo da za a < 0 jednadzba
nema rjesenja, dakle, nuzno je a > 0.

Prvo trazimo rjesenja za koja je 2 — 1 > 0, odnosno x > 0. Tada jednadzba postaje
|2* — 3| = a, $to vodi na dva slucaja, ovisno o predznaku izraza 2* — 3 (odnosno je li
x > log, 3 ili je z < log, 3). U prvom slucaju imamo
2" —3=a
2*=3+a
x =log,(3 + a).

U ovom slucaju x = log, 3 + a je rjesenje ako i samo ako je a > —2 (jer x mora biti

nenegativan, te logaritam dobro definiran), a to sigurno vrijedi jer je a > 0. 1 bod
U drugom sluc¢aju imamo 2% — 3 = —a, odakle dobivamo rjesenje = = log,(3 — a) ako i
samo ako je a < 2. 1 bod

Sada trazimo rjesenja za koja je 2* — 1 < 0, odnosno x < 0. Tada jednadzba postaje

1-2" -2/ =a
2+ 1] =a
2+1=a

x = logy(a —1)

(treca jednadzba slijedi jer je izraz 2% +1 pozitivan za sve x). U ovom slucaju dobivamo
rjeSenje x = log,(a — 1) ako i samo ako je 1 < a < 2 (jer z mora biti negativan, te
logaritam dobro definiran). 1 bod

Konacno:

e kada je a < 0, jednadzba nema nijedno rjesenje;

» kada je a = 0 jednadzba ima jedno rjesenje: x = log, 3;
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« kada je a € (0, 1] jednadzba ima dva rjeSenja: x = log, 3 1 z = log,(3 — a);

o kada je a € (1,2) jednadzba ima tri rjeSenja: = = log, 3, © = logy(a — 1) i
z =logy(3 — a).

» kada je a = 2 jednadzba ima dva rjesenja: z = log,3 i x = 0;

« kada je a > 2 jednadzba ima jedno rjesenje: x = log, 3. 3 boda
Zakljuéujemo jednadzba ima toc¢no 2 rjesenja kada je a € (0,1] i a = 2.

Drugo rjeSenje.
Skicirajmo graf funkcije f(z) = [|2* — 1| — 2|. Kao prvo, graf funkcije 2* — 1 dobiven
je pomicanjem grafa funkcije 2% za jedan prema dolje. 1 bod

Graf funkcije |27 — 1| dobijemo tako da dio grafa funkcije 2* — 1 koji se nalazi ispod
osi x osnosimetri¢no preslikamo preko osi x. 1 bod

Tocka grafa funkcije 2* — 1 koja se nalazi na osi x je njezina nultocka. RjeSenje
jednadzbe 2* — 1 =0 je z = 0.

Graf funkcije |2 — 1| — 2 dobivamo pomicanjem prethodnog grafa funkcije za 2 dolje,
dok graf funkcije f(z) = ||2* — 1| — 2| dobivamo ponovnim preslikavanjem negativnog
dijela prethodnog grafa preko osi x.

Iz svega navedenog, graf funkcije f(x) izgleda kao na slici. 1 bod
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Broj rjesenja jednadzbe f(x) = a jednak je broju presjeka pravca y = a i grafa funkcije
f(z). Kao na kraju proslog rjesenja, odredimo broj rjesenja u ovisnosti o parametru
a € R (poslucajevimaa < 0,a=0,a € (0,1],a € (1,2), a = 2, a > 2), te zakljucujemo
da jednadzba ima tofno 2 rjeSenja kada je a € (0,1] i a = 2.

Zadatak A-3.2.

Odredi najmanji prirodan broj koji se moze prikazati u obliku 50a* i u obliku 3b% za
neke prirodne brojeve a i b.

Prvo rjeSenje.

Neka je m najmanji prirodni broj za koji postoje a,b € N takvi da je m jednak
50a* = 3b°.

U gornjoj jednadzbi vidimo da lijeva strana jednakosti mora biti djeljiva s 3 jer je i
desna, $to je jedino moguée ako je broj a* djeljiv s 3. Kako je 3 prost broj, to je moguée
tek ako je a djeljiv s 3.

Desna strana jednakosti mora biti djeljiva s 2 i 5, $to je po slicnom nacinu zakljuc¢ivanja
moguce tek ako je b djeljivs 21 5.

Zato postoje prirodni brojevi a; i by takvi da je a = 3a; i b = 10b;.

Primijetimo da su a i b najmanji mogucéi kada su a; i by najmanji moguéi. Uvrstavanjem
u pocetnu jednakost dobivamo
3%a) = 2% - 5b3.

Analogno zakljucujemo da a; mora biti djeljiv s 21 5, a by s 3. Zato je a; = 10as i
b1 = 3bs, za neke as, by € N.

Ponovno, trazimo najmanje moguce as i by. Jednadzba sada postaje
2 3 4 _ 33
2 N 5 (12 — b2.

Sada zaklju¢ujemo da je by = 10 - b3, za neki b3 € N.

Iz sljedeée jednadzbe a3 = 2b3 zakljucujemo da je as oblika 2a3 (a3 € N), a iz nove
jednadzbe 23a3 = b3 zakljucujemo da je by oblika 2b, (by € N). Konac¢no, dobivamo
jednadzbu aj = b3 kojoj je najmanje rjeSenje u prirodnim brojevima az = by = 1.

Zato je najmanji trazeni prirodni broj m jednak

m = 50a* =50 - (22-3-5)* =2.3*. 56 = 648 000 000.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2023.
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Drugo rjeSenje.

Koristedi rastav na proste faktore, zapisimo brojeve a i b u obliku
a=2".3".58 .0 1 p=2".32.58.y

gdje su kq, ko, k3,11, 15,13 € Ng, a brojevi x i y su prirodni brojevi relativno prosti s 2,

3105.

JednadZba 50a* = 3b% sada postaje

21+4k1 . 34]{22 . 52+4k3 A x4 — 23[1 A 31+312 X 5313 . y3'

Kako bi jednakost bila zadovoljena, eksponenti u potencijama prostih brojeva 2, 3 i
5 se moraju poklapati, a brojevi koji su relativno prosti s tim brojevima moraju biti
jednaki. Zato imamo

1+ 4k, = 314,
Aky = 1+ 3l
2 + dky = 31,
ot =g

Najmanje rjesenje zadnje jednadzbe je x =y = 1.

U prvoj jednadzbi lijeva strana jednakosti mora biti djeljiva s 3, a najmanji takav k;
da se to postigne je jednak 2. Zato je i najmanji takav [, = 3.

U drugoj jednadzbi je slicno najmanje rjesenje ko = lo = 1, dok je u tre¢oj jednadzbi
najmanje rjesSenje k3 = 1, I3 = 2.

Zato je trazeno rjesenje

50a* = 50 - (22-3-5)* =2%. 3. 55 = 648 000 000

Napomena: Da bi rjesenje ostvarilo zadnji bod trazeni prirodan broj moze ostati zapisan
u obliku rastava na proste faktore.

U prvom rjesenju prvi bod ostvaruje se za bilo koji od tri zakljucka: a je djeljivs 3, b
je djeljiv s 2 ili b je djeljiv s 5.

U drugom rjesenju cetvrti bod ostvaruje se za bilo koje tocno rjeSenje za uredene parove
(k1,11), (ko,12), (ks3,l3), dok se peti bod ostvaruje za tofna preostala dva rjesenja.

Zadatak A-3.3.

Odredi sve realne brojeve x za koje postoji realan broj y takav da je

sin(2x)
sin(2y)

= 4sin(z + y) cos(z — y).
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Rjesenje.
Primijetimo da mora vrijediti sin(2y) # 0 da jednadzba bude dobro definirana.

Primjenom formule pretvorbe iz umnoska u zbroj jednadzba postaje

in(2
22223 = 2(sin(2z) + sin(2y)),
odnosno (o
sin?(2y) + sin(27) sin(2y) — sm(2 7) = 0. 1 bod
Odavde vidimo da je sin(2y) = 0 ako i samo ako je sin(2z) = 0. Dakle, nuzno je
sin(2x) # 0. 1 bod

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe po sin(2y) dobivamo

sin(2y) = —sin(2z) £ \/SiI; (2z) + 25111(235).

Uvedimo oznaku ¢ := sin(2z). Barem jedna jednadzba

—t+ V2 +2t —t— 2+ 2t
2

sin(2y) = i sin(2y) = 5

ima rjeSenje y € R ako je t2 + 2t > 0, te ako se izraz na desnoj strani odgovarajuce
jednadzbe nalazi u intervalu [—1,1]. 1 bod

Kako je t = sin(2z) € [—1, 1], vrijedi 24t > 0, pa je
2t =tt+2) =0

ako i samo ako je t > 0, $to zajedno s uvjetom sin(2z) # 0 daje t > 0. 1 bod

U tom slucaju je
—tH VAt VE
2 -2

VPRt VBT (kD) 1
2 h 2 B 2 2 T
Zakljucujemo da rjesenje y € R jednadzbe

—t+ V22t
2

0> -1,

te

sin(2y) =

postoji ako i samo ako je sin(2z) > 0. 1 bod

Uvjet sin(2x) > 0 ekvivalentan je s

T € U <kﬁ,w>,

keZ

pa su to upravo svi realni brojevi x s trazenim svojstvom. 1 bod
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Zadatak A-3.4.
Koliko ima uredenih parova prirodnih brojeva (a, b) za koje vrijedi
10g2023—2(a+b) b= 311 ?
og, a
Rjesenje.
Da bi jednakost bila dobro definirana, nuzno je

2023 — 2(a+b) € (0,1) U (1, 400),
be (0,1)U(1,+o0),
log, a # 0.

Kako su a i b prirodni, prva dva uvjeta postaju 2023 — 2(a +b) > 21 b > 2. Zadnji
uvjet je ekvivalentan s a > 2.

Pocetnu jednadzbu mozemo srediti na sljede¢i nacin:

1 1
logﬁ2023——2(a—%b))::logba3
log;, (2023 — 2(a + b)) =
2023 — 2(a + b))
(f+%a+®—2w3

a® + 2a + 2b = 2023

logb a?

Primijetimo da je uvjet a® = 2023 — 2(a + b) > 2 automatski zadovoljen ¢im je a > 2.
Dakle, trazimo broj prirodnih rjesenja (a,b) dobivene jednadzbe koja zadovoljavaju
a,b> 2.

Broj rjesenja te jednadzbe jednak je broju neparnih prirodnih brojeva a za koje je

a® + 2a < 2019.

Naime, da bi lijeva i desna strana jednakosti bile iste parnosti, nuzno je a® neparan,
odnosno, a je neparan. S druge strane, za proizvoljan neparan a koji zadovoljava gornju
2023 — a® — 2a

5 je jedinstveni prirodan broj koji zadovoljava

nejednakost, broj b =
trazenu jednadzbu.

Za a < 11 vrijedi a® +2a < 11° +2 - 11 = 1353 < 2019, dok za a > 13 vrijedi
a® +2a > 133 + 2 - 13 = 2223. Kako postoji 5 neparnih prirodnih brojeva manjih ili
jednakih 11, a vec¢ih od 2, zakljucujemo da postoji 5 uredenih parova koji su rjesenje
jednadzbe iz zadatka.

Napomena: Drugi bod bodovne sheme ostvaruje se ako se dobije izraz u kojem se broj
(2023 — 2(a + b)) ne nalazi u bazi logaritma. Treéi bod ostvaruje se ako se dobije
jednadzba koja ne ukljucuje logaritme.
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Zadatak A-3.5.
Dan je siljastokutan trokut ABC' s ortocentrom H. Dokazi da vrijedi

|AH|? + |BC|? = |BH> + |CA|* = |CH> + |AB)*.

Prvo rjeSenje.

|
|
|
|
|
|
IH
'~
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
]
-
D

Bez smanjenja opcenitosti dokazimo samo jednakost |BH|* + |CA|> = [CH|? + |ABJ?,
buduéi da preostala slijedi analogno.

Tvrdnju mozemo zapisati na ekvivalentan nacin:

IBH|? — |CH|? = |ABJ* — |CAP. 1 bod

Oznac¢imo s D noziste visine iz vrha A. Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutne
trokute ADB i ADC' dobivamo

|AB|? — |CA? = (|JAD|* + |BDJ?) — (|CDJ* + |DA]*) = |BD|* — |CD|*. 1 bod

S druge strane, primjenom Pitagorinog poucka na pravokutne trokute HDB i HDC
dobivamo

|BH|* — |CH|* = (|BD|* + |DH|?) — (|CD|* + |DH|?*) = |BD|* — |CDJ*. 1 bod
Iz prethodne dvije jednakosti slijedi
|BH|> — |CH|* = |ABJ* — |CAJ?, 3 boda

Sto smo i htjeli dokazati.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2023. 23/37



Drugo rjeSenje.

Neka su a, b i ¢ duljine stranica BC', CA i AB redom, te neka su «, iy mjere kutova
trokuta pri vrhovima A, B i C' redom.

Neka je kao u proslom rjesenju D noziste visine iz vrha A, te neka je F' noziste visine
iz vrha C.

U pravokutnom trokutu C'F'B zaklju¢ujemo <F'CB = 90° — <F'BC = 90° — f3.
U pravokutnom trokutu ADC vrijedi

|CD| = |AC|cos <DCA = bcos . 1 bod

U pravokutnom trokutu C'DH vrijedi

€Dl |CD)
CH| = = , 1 bod
| | cos<DCH  sinf
sto uz izracun za duljinu duzine C'D daje
b cosy
|CH| = ——. 1 bod
sin 3
Koristenjem sinusovog poucka, gornji izraz mozemo pisati i kao
b c
|CH| = — cosy = —— cos 7. 1 bod
sin 3 sin 7y
Zato je
2 2 _ 2 c? 2 2 cos® y c?
|AB|* + |CH|" = ¢+ —5—cos"y=c" |1 + — = —. 1 bod
sin® ~y sin® ~y sin® 7y
Ponovna primjena sinusovog poucka daje
|AB|)? + |CH|* = 4R*. 1 bod

Analogno, zakljucujemo i za preostala dva izraza
|BC|* + |AH?| = 4AR® i |CAP+|BH? =4R’,

¢ime smo dokazali da su zaista sva tri trazena izraza medusobno jednaka.

Zadatak A-3.6.

Na pocetku je zadan prirodan broj n. Jurica odabire dva prirodna broja a i b ¢iji je
umnozak broj n, a zatim ponavlja postupak s brojem a 4+ b umjesto n.

Odredi, u ovisnosti o broju n, najmanji moguéi prirodan broj koji Jurica moze dobiti
kao rezultat nakon kona¢no mnogo koraka.
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Rjesenje.
Dokazimo sljede¢u tvrdnju: ako se u nekom koraku na ploci nalazi broj koji je vedi ili
jednak 5, na ploci se nikad nece nac¢i broj manji od 5.

Pretpostavimo suprotno, i promotrimo prvi trenutak u kojem se broj na ploci koji je
vedi ili jednak od 5 mijenja brojem manjim od 5. Za taj broj m > 5 postoje a,b € N
takvi da je ab =m > 5, te vrijedi a + b > 4. No, prema A—G nejednakosti imamo

4>a+b>2Vab > 2V5,

¢ime dobivamo kontradikciju.

S druge strane, ako se na ploc¢i nalazi broj veéi od 5, postoji niz koraka kojim se na
plo¢i moze naci broj 5.

Algoritam koji provodimo je sljedeéi: ako se na ploé¢i nalazi paran broj (oblika m = 2k,
k € N), mijenjamo ga brojem 2 + k; ako se na plo¢i nalazi neparan broj (oblika
m = 2k + 1, k € N), mijenjamo ga brojem m + 1 = 2k + 2 = 2(k + 1), a zatim brojem
(k+1)+2=k+3.

Ako je broj m > 5 paran, vrijedi m = 2k uz k > 3, pa je
2k =k+k>k+2
Ako je broj m > 5 neparan, vrijedi m = 2k + 1 uz k > 3, pa je
2k+1=k+k+1>k+24+1=Fk+3.
U oba sluc¢aja, broj na ploci strogo vec¢i od 5 u jednom ili dva koraka zamijenili smo

brojem strogo manjim od tog broja.

Taj postupak mozemo ponavljati dokle god se na ploci nalazi broj veéi od 5. Kako
time dobivamo sve manje prirodne brojeve, a ne mozemo dobiti broj manji od 5, za-
kljucujemo da ¢e u nekom trenutku na ploci pisati broj 5.

Dakle, ako je na pocetku bio zadan broj n > 5, najmanji prirodan broj koji Jurica
moze dobiti na ploci je 5.
Pogledajmo sto se dogada u slucaju kada je n < 5.

Ako je u nekom koraku na ploci broj m na ploci prost ili jednak 1, broj koji ¢e biti
zapisan u sljede¢em koraku nuzno je jednak m + 1.

Zato ako je n = 5, u prvom koraku nuzno dobivamo broj 6, ali to je broj veéi od 5, pa
prema gornjem dijelu dokaza najmanji broj koji mozemo dobiti na ploci je broj 5.

Ako je n = 4, u prvom koraku mozemo dobiti broj 2+2 =41ili 1 +4 = 5. Ako Jurica
napise broj 5, ne¢e moc¢i dobiti broj manji od 5. Stoga je najmanji broj koji Jurica u
ovom slucaju moze dobiti broj 4.

Ako je n < 3, u prvom koraku mozemo dobiti samo broj n + 1. Veé¢ u prvom koraku
povecavamo broj koji se nalazi na ploc¢i. Povec¢anje broja na ploci nastavlja se dok ne
dodemo do broja 4, nakon kojeg iz gornje analize vise ne mozemo dobiti broj manji
od 4. Zato u ovom slucaju najmanji Juri¢in rezultat je onaj koji dobije nakon prvog
koraka, a to je n + 1.

Zato konacéno imamo:
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« ako je n € {1,2,3}: najmanji broj koji moze pisati na plo¢i iznosi n + 1;
e ako je n = 4: najmanji broj koji moze pisati na ploci iznosi 4;

« ako je n > 5: najmanji broj koji moze pisati na ploci iznosi 5.

Napomena: Analiza slucajeva n < 4 ne moze biti potpuna bez dokaza tvrdnje da ako
se na ploci nade broj veéi od 5 da se na plo¢i vise nikad nece nac¢i broj manji od 5 (ili
neke slicne tvrdnje). Zato nepotpuna rjesenja treba bodovati na sljedeéi nacin:

o slutnja toc¢nih rjesenja za slucajeve n < 4 bez ikojeg dijela dokaza nosi 1 bod
(odgovara zadnjem bodu gornje bodovne sheme);

» slutnja toc¢nih rjesenja za slucajeve n < 4 uz analizu da ¢e Jurica u tim sluca-
jevima na ploci u nekom trenutku dobiti broj 4, nakon kojeg moze dobiti 4 ili 5
nosi 2 boda (koji odgovaraju zadnjim dvama bodovima bodovne sheme);

« iskazana tvrdnja da broj veéi od 5 nikad nec¢e modéi biti zamijenjen brojem manjim
od 5, te potpun dokaz za slucajeve n < 4 nosi 3 boda (odgovaraju prvom bodu
te zadnjim dvama bodovima gornje bodovne sheme).

Zadatak A-3.7.

Neka je ABC' D paralelogram takav da vrijedi |[AB| = 4, |AD| = 3, te je mjera kuta pri
vrhu A jednaka 60°. KruZnica k; dira stranice AB i AD dok kruZnica k, dira stranice
CBiCD.

Kruznice k; i ks su sukladne i dodiruju se izvana. Odredi duljinu polumjera tih kruz-
nica.

Rjesenje.

Neka su Op i O, srediste kruznica ki i ks redom. Neka je M diraliste kruznice ky
sa stranicom AB, N diraliste kruznice ko sa stranicom C'D, te T diraliste tih dviju
kruznica. Neka je r radijus tih kruznica.

Primijetimo da je T poloviste duzine O;0;.
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Kako su duzine O;M i O3 N okomite na medusobno paralelne pravce AB i C'D (jer
kruznice diraju te pravce u tockama M i N), zaklju¢ujemo da su duzine O;M i O3 N
paralelne. Odavde je <MOT = <TOyN. 1 bod

Bududi da k; dira stranice AB i AD, srediste kruznice O; leZi na simetrali kuta iz vrha
A. Analogno i tocka O, lezi na simetrali kuta iz vrha C', pa vrijedi jednakost kutova

<O1AM = €0,CN = 30°. 1 bod

Kako je dodatno |O1M| = |OyN| = r, zakljuc¢ujemo da su AMO; i C NO; medusobno
sukladni pravokutni trokuti. Posebno, vrijedi |AO;| = |COs| i <AO;M = <CO,N. 1 bod

Promotrimo trokute AO,T i CO,T. Znamo da vrijedi |AO;| = |C'Os|, dok su duzine
O1T i O5T radijusi kruznica ki i ko, pa su jednakih duljina. Konac¢no, vrijedi

TAOT = <AOLM + <MO,T = <CO3N + <NO;T = <CO,T,

pa su ti trokuti sukladni po S-K-S poucku o sukladnosti. 1 bod

Posebno, vrijedi |AT| = |T'C| i <ATO; = <CTO,. Kako su tocke Oy, T'i Oy koline-
arne, iz jednakosti kutova zakljucujemo da su i tocke A, T' i C' kolinearne. Dakle, T je
poloviste dijagonale AC paralelograma ABCD, odakle zaklju¢ujemo da je T sjeciste
dijagonala paralelograma. 1 bod

Kako je T poloviste dijagonale BD i duzine O10,, zakljucujemo da je cetverokut
01 B0, D paralelogram. U njemu vrijedi jednakost paralelograma:

10105 + |BD> = 2 (|0 B + |0, D?) . 1 bod

Duljinu duzine BD mozemo odrediti kosinusovim pouckom u trokutu ABD:

1
|BD|? = |AB|> + |AD|*> =2 - |AB| - |AD|cos<BAD = 3> + 4> — 2.3 - 4- 5= 13 1 bod

Duljinu duzine O; B odredujemo Pitagorinim pouckom iz trokuta Oy BM. Kako je
IMB| = |AB| — |AM| = |AB| — |0, M| tg <O1AM = 4 — r\/3,
slijedi
|01B|? = |OyM > + [MBJ? = r* 4+ (4 — rV/3)2. 1 bod

Analogno zaklju¢ujemo |0y D|? = r2+(3—7rv/3)2. Uvritavanjem dobivenog u jednakost
paralelograma dobivamo jednadzbu za 7:

13+4r2 =2 (r? + (4= rv3)2 + 17+ (3 - rV3)?)
13 4+ 472 = 492 4 50 — 28v/3 + 1202
0= 12r% — 28v/3r + 37.

Rjesenja dobivene kvadratne jednadzbe su

28v3+24  7V3

+ 1. 1
o 5 bod

T2 =

V3
Rjesenje —— 4+ 1 odbacujemo bududéi da bi u tom sluc¢aju radijus kruznice bio veéi od

2, odnosno promjer kruznice bio bi ve¢i duljina obiju stranica paralelograma, pa u tom
sluc¢aju ky i k2 ne mogu biti unutar paralelograma.
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Zato konacno zaklju¢ujemo da je trazeni radijus

7»27\6/3_1_ 1 bod

Napomena: Tvrdnja da je T sjeciste dijagonala bez dokaza vrijedi 1 bod, sto odgovara
petom bodu gornje bodovne sheme. Dokaz se moze provesti i uvodenjem centralne
simetrije u odnosu na istu tocku 7', no i u tom slucaju treba provesti dokaz te tvrdnje
za potpun broj bodova.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
26. sijecnja 2023.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.

Odredi sve kompleksne brojeve z za koje je

z 1
prif=p=z 1 Im{zmm) =3

Prvo rjeSenje.
Neka je z = a + bi. Tada vrijedi

z+1|=|a+1+0bi| =+/(a+1)%+ %
4—2|=|3—a+bi]l =+/(4—a)*+ b2

Kvadriranjem prve jednadzbe i uvrstavanjem dobivenog slijedi

(a+1)?+b=(4—a)+1° 1 bod
a’>+2a+1=16 — 8a + a?
10a = 15
3
azi. 1b0d

Izraz iz druge jednadzbe prvo mozemo srediti:

Im< z ) :Im<a+b,l . 5—z.> :Im(5a+b+(5b—a)z) _ 5b—a. 1 bod
D41 S5+1 d—1 26 26
Zato je

50 —a 1

26 13
50 —a = 2. 1 bod
. 3 .. . 7
Koristenjem a = 3 slijedi da je b = 10 1 bod
3 7

Stoga je jedini takav kompleksan broj z jednak 3 + 1—01 1 bod
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Drugo rjeSenje.
Iz prve jednadzbe slijedi da je |z + 1|* = |4 — 2z|?. Koristedi identitet |w|* = w - w slijedi

2+ 17 =4 — 2

z+D)(z+1)=@A—-2)(4—-2) 1 bod
z2z4+z2z+2z+1=16—-4z—az+ 22
52+ 52 =15
z+z=3. 1 bod

Koristedi identitet w — w = 2i - Im(w), dobivamo

Im( z ) i P z _ 52—22'.—52—.22' _ 5(2—2)—2’(2%—2)‘ 1 bod
541 5+i 5—i (541)(5—1) 26
Koristenjem jednadzbe z + z = 3 i gornjeg racuna u drugu jednadzbu dobivamo
2i z . B(z—2)—3i
()
13 T \5+i) 26
odakle je .
z—ZzZ=—i. 1 bod
5
7
Zbrajanjem jednadzbi z +z=3iz2—2z = gz te dijeljenjem s 2 dobivamo jedini trazeni
3 7
broj z = 3 + EZ 2 boda
Zadatak A-4.2.
Dokazi da je za svaki prirodan broj n broj
13n+1 _|_ 14271—1
djeljiv sa 183.
Prvo rjeSenje.
Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom: za svaki prirodan broj n izraz 137!+
142"=1 djeljiv je sa 183. Baza indukcije zadovoljena je za n = 1 jer u tom slucaju
navedeni izraz 132 4+ 14 = 183 ocito jest djeljiv sa 183. 1 bod
Pretpostavimo sada da postoji n € N takav da 183 dijeli 13"+ 4 14271, 1 bod
Za korak indukcije promotrimo izraz za n + 1:
13(n+1)+1 + 142(n+1)71 — 13- 13n+1 +196 - 1421171
= 13- (13" 414> 1) + 183 - 147" 3 boda
Po pretpostavci indukeije izraz 13"+ + 14271 djeljiv je sa 183. Zato je i izraz
13(n+1)+1 + 142(n+1)71
djeljiv sa 183 kao zbroj dva takva izraza. Time smo dokazali korak indukcije, pa vrijedi
tvrdnja indukcije, a time i tvrdnja zadatka. 1 bod
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Drugo rjeSenje.

Promotrimo koje ostatke pri dijeljenju sa 183 daju neke potencije brojeva 13 i 14:

13? = —14 (mod 183),

13 =1 (mod 183),

14> = 13 (mod 183),

14* = —1 (mod 183). 1 bod

Zato promotrimo slucajeve u ovisnosti o tome koji ostatak n daje pri dijeljenju sa 3.

Kada je n oblika 3k (k € N), tada imamo

137 14207 = 133% 131 4 140073 . 142
= (13%)F .13 + (14%)%1 . 142
=1" 134 (-1)*"'.13
= 13— 13 =0 (mod 183). 2 boda

U slucaju kada je n oblika 3k + 1 (k € Ny), imamo

137+ 414201 = 133% . 132 4 1450 . 141
= (13%)% . 132 + (14*)** . 14
=1" (—14)+ (-1)* - 14
= —14+ 14 = 0 (mod 183). 2 boda

Konacno, u sluc¢aju n = 3k + 2 (k € Np), imamo

13n+1 4+ 142n71 — 133k+3 4 146/€+3
— (133)k+1 + (143)2k+1
= 1k+1 + (_1)2k—|—1
=1+ (=1)=0 (mod 183). 1 bod

Kako je izraz 13"*! 4+ 14?"~! djeljiv sa 183 neovisno o ostatku koji broj n daje pri
dijeljenju s 3, zakljuéujemo da je taj izraz djeljiv sa 183 za svaki n € N.

Napomena: Ako rjesenje ne ukljucuje cijelu analizu djeljivosti trazenog izraza u ovis-
nosti o ostatcima broja n pri dijeljenju s 3, nego samo jedan (odnosno dva) slucaja,
ostvaruje najvise prva 3 boda (odnosno prvih 5 bodova) iz druge bodovne sheme.

Zadatak A-4.3.

Dokazi da je
32024

(\/2_0 T \/ﬁ)2024

(VD + VI +

prirodan broj.
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Rjesenje.
Racionalizacijom slijedi

3
NS A L

Primjenom binomnog poucka imamo 1 bod

2024 2024 _n
(m+m)”2‘*:z(0 )mm |
n=0 n
te
32024 V33 — /30 2024 292¢ (9024 n \/—n \/—2024771
(erm)m:( 23 — v/20) :n§:‘0 I [CS VAR CE 1 bod

Zbrajanjem tih dvaju izraza izrazi uz parne indekse n se poklapaju, dok se oni s ne-
parnim indeksom n krate. 2 boda

Koristenjem n = 2k trazeni izraz mozemo zapisati u sljede¢em obliku:

32024 1012 79024 2%k 2(1012—k)
V20 + /23)2024 =2 V20 /23
( + U (v/20 + 1/23)2024 ,;0 2k
1012 2024
=23 ( ) 207 . 2310127F, 1 bod
k=0 n

Zadnji izraz ocCito je prirodan broj kao suma takvih, ¢ime je tvrdnja zadatka dokazana. 1 bod

Napomena: Rjesenje je moguce provesti bez koristenja oznaka za sumaciju na analogan
nacin.

Zadatak A-4.4.

Clanovi niza zi, s, z3, ... dobiveni su mnoZenjem odgovarajuéih ¢lanova dvaju arit-
metickih nizova. Prva tri clana tako nastalog niza su xy = 1440, x5 = 1716 1 x3 = 1848.
Odredi osmi ¢lan tog niza.

Rjesenje.
Neka su a,a +n,a +2n,... i b,b + m,b+ 2m,... dva aritmeticka niza. Iz uvjeta
zadatka slijedi

ab = 1440,
(a+n)(b+m) =ab+ am + bn + nm = 1716,
(a+2n)(b+2m) = ab + 2am + 2bn + 4nm = 1848. 1 bod
Uvedimo oznake = am + bn i y = nm. 1 bod

Uvrstavanjem prve jednadzbe u druge dvije, dobivamo sustav

x4y = 276,
2z + 4y = 408. 1 bod
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Rjesenje tog sustava je x = 348,y = —T72. 1 bod

Osmi ¢lan niza zato iznosi

(a+7b)(a+ Tm) = ab+ 7(am + bn) + 49mn
=ab+ Tz 4+ 49y 1 bod
= 1440 + 7- 348 + 49 - (—72) = 348. 1 bod

Zadatak A-4.5.

U nekoj skoli ucenici mogu uciti dva klasi¢na jezika: latinski i grcki. Od 100 ucenika,
njih 50 udci latinski, 40 grcki, a 20 ih uci oba jezika. Ako slucajno odaberemo dva
ucenika, kolika je vjerojatnost da barem jedan od njih uci latinski i barem jedan od
njih uci greki?

Prvo rjeSenje.
Iz navedenih informacija zaklju¢ujemo da u promatranoj skoli 30 ucenika u¢i samo

latinski, 20 ucenika samo grcki, 20 ucenika uci i latinski i gréki te 30 ucenika ne uci
niti jedan od navedenih jezika. 1 bod

Slucajno odabrana dva ucenika zadovoljavaju uvjet da barem jedan od njih uci latinski
i barem jedan od njih uci grcki ako vrijedi jedno od sljedeceg:

a) barem jedan od odabrana dva ucenika uci i latinski i greki jezik,

b) jedan ucenik uci samo latinski dok drugi ucenik uci samo greki jezik.

Kako su to disjunktni slucajevi, trazenu vjerojatnost dobivamo kao zbroj vjerojatnosti
dogadaja definiranih pod a) i b). 1 bod

Vjerojatnost pod a) mozemo dobiti racunajué¢i komplement tog slucaja, tj.da medu
slu¢ajno odabrana dva ucenika niti jedan od njih ne uci i latinski i gréki jezik. Kako je u
skoli ukupno 80 ucenika koji ne uce bar jedan od navedena dva jezika, broj (neuredenih)
parova ucenika koji ne uce oba jezika iznosi (820). Kako ukupno postoji (130) razlicitih
parova uc¢enika, zakljuc¢ujemo da je vjerojatnost dogadaja pod a) jednaka

()

1 — Z5ee- 2 boda

()
Za slu¢aj pod b) odgovarajuéi odabiri parova u¢enika moraju ukljucivati jednog ucenika
koji uc¢i samo latinski i jednog ucenika koji ué¢i samo grcki. Takvih parova je 30 - 20.
Kako ukupno postoji (1(2)0) parova ucenika, vjerojatnost slucaja b) iznosi

30 - 20

2
Zakljuc¢ujemo, vjerojatnost da barem jedan ucenik uci latinski i barem jedan grcki jezik
prilikom slucajnog odabira dva ucenika iznosi

80
30-20 239
1-— (5) = 1 bod

() 495

()
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Drugo rjeSenje.

Kao u proslom rjesenju, zakljucujemo da u promatranoj skoli 30 ucenika uc¢i samo
latinski, 20 ucenika samo grcki, 20 ucenika uci i latinski i gréki te 30 ucenika ne uci
niti jedan od navedenih jezika.

Umjesto trazene vjerojatnosti p, odredimo vjerojatnost ¢ komplementa tog dogadaja:
nijedan od dva ucenika ne uci latinski ili nijedan od dva uéenika ne uéi gréki. Vrijednost
iz teksta zadatka jednaka je p =1 —q.

Vjerojatnost dogadaja ¢ jednaka je vjerojatnosti da nijedan odabranih ucenika ne uci
latinski uvecana za vjerojatnost da nijedan ne uci gréki, te umanjena za slucaj u kojem
oba ucenika ne uce nijedan jezik.

Kako je broj ucenika koji ne uéi latinski jednak 100 — 50 = 50, vjerojatnost da dva
slucajno odabrana ucenika ne uce latinski jednaka je

50
8
o
(2)
Sli¢no, broj ucenika koji ne u¢i greki jednak je 100 — 40 = 60, dok je broj ucenika koji

ne uci nijedan jezik jednak 30. Zato vjerojatnosti da nijedan od ucenika ne uci grcki,
odnosno da oba ucenika ne uce niti jedan jezik iznose redom

CRNGE

Konacno, imamo

te je trazena vjerojatnost jednaka

(5) _ 289

S T 2 _ _ 7"
p=1l-q=1 (100) (100) + (1(2)0) 195

Napomena: U prvom rjeSenju vjerojatnost pod a) moguce je izracunati i kao zbroj
vjerojatnosti dogadaja u kojem jedan ucenik uci oba jezika, a drugi ne, te vjerojatnosti
dogadaja u kojem oba ucenika uce oba jezika. Te vjerojatnosti iznose redom

20-80 (%)
) ()

U drugom rjesenju rac¢un za vjerojatnost ¢ tre¢im bodom opisana je racunom triju
drugih vjerojatnosti. Odredivanje bilo koje od njih nosi 1 bod (u drugom rjesenju to
se odnosi na cetvrti bod), dok odredivanje i preostalih dviju nosi dodatni 1 bod (Sto
odgovara petom bodu te bodovne sheme).
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Zadatak A-4.6.

U trokutiABC povrSine 1 upisan je pravokutnik PQRS tako da tocke P 1 () leZe na
stranici AB, tocka R na stranici BC' i tocka S na stranici AC. Odredi najveé¢i mogudi
iznos povrsine pravokutnika PQRS.

Rjesenje.

Uvedimo oznake ¢ := |AB|, x = |PQ| = |RS|, y .= |QR| = | PS|. Dodatno, neka je h
duljina visine trokuta ABC' iz vrha C'.

Iz ABJ||RS zaklju¢ujemo da su trokuti ABC' i SRC sli¢ni. 1 bod
Dodatno, kako je AB||RS i |QR| = y, pravci na kojima visine iz C' trokuta ABC' i
SRC se poklapaju, pa je zato duljina visine trokuta SRC iz vrha C jednaka h — y. 1 bod

Iz slicnosti trokuta ABC i SRC vrijedi da je omjer odgovaraju¢ih duljina stranica
jednak omjeru duljina visina iz vrha C. Zato imamo

[RS| _h—y
AB]  h

Koriste¢i oznake s pocetka rjesenja, gornja jednakost postaje

x:%(h—y). 1 bod

Oznacimo s P povrsinu pravokutnika PQRS. Tada je

P:xy:%-y(h—y). 2 boda
Gornji izraz promatramo kao kvadratnu funkciju po varijabli y. Ona ostvaruje maksi-
mum u tjemenu, za vrijednost y = 5 2 boda
U tom slucaju vrijedi
h? h 1
p-S.r_a_ -
h 4 4 2
buduéi da je povrsina trokuta ABC jednaka 1. 1 bod
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1
Zato je gornja ograda na povrsinu pravokutnika PQRS jednaka 3

h
Ta ograda se moze postic¢i u slucaju kada je y = > Sto odgovara slucaju kada je pravac

RS raspolavlja visinu iz vrha C, a time i stranice AC'i BC. To je slucaj kada su tocke
R i S polovista stranica BC' i AC' redom, a P i ) njihove ortogonalne projekcije na
pravac AB. 1 bod

1
Dakle, najve¢a moguca povrsina pravokutnika PQ RS iznosi 7 1 bod

Napomena: Bodovna shema strukturirana je na sljedec¢i nacin:
. S . L : . .
» odgovor da je trazeni maksimum 2 sto nosi zadnji 1 bod iz bodovne sheme;

1
o dokaz da povrsina pravokutnika ne moze biti veca od > ¢emu odgovara prvih

8 bodova iz bodovne sheme;

 opis primjera odabira tocaka P, (), Ri S za koje je povrsina pravokutnika PQRS

jednaka 3 Sto nosi predzadnji 1 bod iz bodovne sheme.

Nakon sto se povrsina pravokutnika PQR.S izrazi preko jedne varijable, dokaz da je

njegova povrsina manja od 5 moze se provesti i korisStenjem A—G nejednakosti.

Zadatak A-4.7.

Odredi sve uredene trojke (x,y, p) gdje je p prost, a x i y prirodni brojevi za koje vrijedi
pt—1=y".
Rjesenje.
Kad prebacimo 1 na desnu stranu i faktoriziramo ju, dobivamo
=+ —y+1). 1 bod

Zaklju¢ujemo da je gornja jednakost zadovoljena ako je svaki od izraza y+11iy? —y+1
potencija broja p, odnosno postoje a,b € Ny takvi da je

y+1=p* i y*—y+1=7p" 2 boda
Uvrstimo li y = p* — 1 u drugu jednadzbu, sredivanjem dobivamo
2a a _ b
p —=3p*+3=p". 1 bod

Svi izrazi u gornjoj jednakosti osim broja 3 djeljivi su manjim od brojeva p?, p’, pa
zato i 3 mora biti djeljiv tim brojem. 2 boda

To je jedino moguce ako je manji od brojeva a i b jednak 0 ili 1, Sto vodi na 4 slucaja.
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U prvom slucaju neka je a = 0. Tada je iz prethodne jednadzbe y = p*—1=1-1=0,
sto nije prirodan broj, pa time nismo dobili rjeSenje pocetne jednadzbe.

U drugom sluc¢aju neka je b = 0. Tada iz jednadZbe y*> —y+1 = p® dobivamo y(y—1) =
0, ¢ije je jedino rjesenje u prirodnom brojevima y = 1. Tada je p® =y + 1 = 2 = 2L,
Uz provjeru, dobivamo jedno rjeSenje pocetne jednadzbe: (z,y,p) = (1,1, 2).

U treéem slucaju neka je a = 1 (i b > a). Tada iz jednadzbe p?* — 3p® + 3 = p® vidimo
da p* | 3, odakle je p = 3. Tada je y = p* — 1 = 2, odakle uz provjeru dobivamo
dodatno rjesenje pocetne jednadzbe: (z,y,p) = (2,2, 3).

U zadnjem slucaju imamo b =1 (i @ > b). Na isti na¢in dokazemo da je p = 3, odakle
imamo 32 — y + 1 = p® = 3. Jedino prirodno rjeSenje ove jednadzbe je y = 2 §to vodi
prema veé pronadenom rjesenju (z,y,p) = (2,2, 3).

Zato su sve uredene trojke (z,y,p) koje zadovoljavaju uvjete zadatka jednake

(1,1,2) i (2,2,3).

Napomena: Do rastava na cetiri slucaja iz gornjeg rjeSenja moguce je dod¢i trazenjem
najveceg zajednickog djelitelja primjenom Euklidovog algoritma na brojeve

y+1=p" i y>—y+1=p"

Primjena Euklidovog algoritma nosi 1 bod, a zakljucak da je taj djelitelj jednak 1 ili 3,
te da je manji od brojeva y + 1, y?> — y + 1 jednak 1 ili 3 nosi 2 boda.

Pronalazak svakog od rjesenja (1,1,2) 1 (2,2, 3) nosi po 1 bod, koji odgovaraju osmom
i devetom bodu gornje bodovne sheme.
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