ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
24. ozujka 2022.

4. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Cetvrti razred $kole za divove pohada 20 ucenika. Svi su uéenici sudjelovali u izgradnji tornja.
Deset je ucenika slagalo kocke jednu na drugu tako da je svaki stavio dvostruko viSe kocaka od
prethodnog. Prvi je uéenik stavio jednu kocku, drugi dvije kocke, tre¢i Cetiri kocke, i tako dalje.
Nakon toga su preostali ucenici s vrha uzimali kocke i to tako da je prvi od njih uzeo jednu kocku,
drugi dvije, tre¢i tri i tako redom do posljednjeg preostalog ucenika. Kolika je na kraju visina
izgradenog tornja ako je visina svake kocke 5 cm?

Rjesenje.

1+2+4+8+16+32+64+ 128+ 256 + 512 2 BODA
=1023 1BOD
Desetero ucenika izgradilo je toranj od 1023 kocke.

S tornja je kocke uzimalo 20 — 10 = 10 ucenika. 1BOD
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10 2 BODA
=55 1 BOD
Uzeli su 55 kocaka.

Ostalo je 1023 — 55 = 968 kocaka. 1 BOD
Visina tornja je 968 - 5 = 4840 cm. 2 BODA

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

2. Cijena buketa u kojemu su Cetiri ruze i Cetiri tulipana je 96 kn, a cijena buketa u kojemu su dvije
ruze i Sest tulipana je 84 kn. Kolika je cijena buketa u kojemu je pet ruza i tri tulipana?

Prvo rjeSenje.
Nazovimo buket s Cetiri ruze i Cetiri tulipana prvi buket. Kad umjesto dvije ruze u prvi buket stavimo

dva tulipana, cijena mu se smanji za 96 — 84 = 12 kuna. 3 BODA
To znaci da su dvije ruze skuplje od dva tulipana za 12 kuna, 2 BODA
0dnosno jedna ruza je skuplja od jednog tulipana za 6 kuna. 1 BOD
Buket od 5 ruza i 3 tulipana dobijemo tako da u prvom buketu tulipan zamijenimo ruzom. 1BOD
To ¢e poskupiti prvi buket za 6 kuna. 1BOD
Dakle, cijena buketa s 5 ruza i 3 tulipana je: 96 + 6 = 102 kune. 2 BODA

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjesenje.

Oznacimo cijenu jedne ruze s ¢ ® cijenu jednog tulipana s * ®

Cijena buketa s 4 ruze i 4 tulipana je 96 kn.
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Cijena 4 tulipana je 84 — 24 — 24 = 36 kn. 4 BODA
Cijena jednog tulipana je 36 : 4 =9 kn. 1 BOD
Cijena jedne ruze je 24 — 9 = 15 kn. 1BOD
Cijena buketa s 5 ruza i 3 tulipana je:
5-15+3-9=75+27 =102 kn. 2 BODA

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Dovoljno je rjeSenje zapisati samo rije¢ima, samo graficki ili samo simbolima
(jednadzbama). Bodove nose istaknuti zakljucci zapisani na bilo koji od tih nacina.
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3. Frane u svojoj Stednoj kasici ima ukupno 108 kn u kovanicama od 5 kn, 2 kn i 1 kn. Vrijednost
novca u kovanicama od 5 kn i 2 kn je jednaka. Broj kovanica od 1 kn jednak je broju kovanica od
5 kn i 2 kn zajedno. Koliko se kovanica pojedine vrste nalazi u kasici?

Prvo rjesenje.

Kovanica od 1 kn ima to¢no onoliko koliko i kovanica od 5 kn i 2 kn zajedno pa mozemo na svaku

kovanicu od 5 kn staviti kovanicu 1 kn i tako dobiti ,,paketi¢* od 6 kn, te na svaku kovanicu od 2 kn
staviti 1 kn i dobiti ,,paketi¢” od 3 kn. 2 BODA

Iznosi u kovanicama od 5 kn i 2 kn su jednaki pa na svake dvije kovanice od 5 kn (tj. paketi¢a od 6 kn)
dolazi pet kovanica od 2 kn (tj. paketi¢a od 3 kn). 2 BODA

Dakle, sve kovanice mozemo sloziti u grupe tako da svaka grupa ima dva paketica od 6 kn i pet

paketi¢a od 3 kn te vrijedi 2-6+5-3=27 kn. 2 BODA
Ukupan iznos je 108 kn pa imamo 108 : 27 = 4 takve grupe. 1 BOD
U svakoj grupi imamo 2 kovanice od 5 kn, pa je ukupno 8 takvih kovanica. 1 BOD
U svakoj grupi imamo 5 kovanica od 2 kn, pa je ukupno 20 takvih kovanica. 1BOD
U svakoj grupi imamo 7 kovanica od 1 kn, pa je ukupno 28 takvih kovanica. 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjesenje.

Ako u kasici ima 8 kovanica od 5 kn, 20 kovanica od 2 kn i 28 kovanica od 1 kn, 2 BODA
onda u kasici ima to¢no 8-5+20-2+28-1=108 kn. 1BOD
Ako smanjimo broj kovanica od 5 kn, moramo smanjiti i broj kovanica od 2 kn (i obrnuto) jer su
njihovi iznosi jednaki. Isto ako pove¢amo jednu vrstu, moramo i drugu. 2 BODA
Ako bismo smanjili broj kovanica od 5 kn i 2 kn, morali bismo smanjiti broj kovanica od 1 kn (jer njih
ima kao od 5 kn i 2 kn zajedno), pa bi ukupan iznos bio manji od 108. 2 BODA
Takoder, ako povec¢amo broj kovanica od 5 kn i 2 kn, morali bismo povecati broj kovanica od 1 kn i
1znos bi bio veéi od 108. 2 BODA
Dakle, postoji samo jedno rjeSenje, ono koje smo naveli na pocetku. 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Zapisivanje to¢nog rezultata (bilo kojom metodom, pa makar i pogadanjem) nosi
2 BODA. Provodenje metode koja pokazuje da nema drugih rjeSenja nosi 8 BODOVA. Jedan naéin
argumentacije je dan u prethodnom rjeSenju.
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Treée rjeSenje.

Broj kovanica od 2 kn mora biti visekratnik broja 5. 2 BODA
Ako u kasici ima pet kovanica od 2 kn, onda ima dvije kovanice od 5 kn
(jer je vrijednost jednih i drugih 10). 1 BOD

To znaci da ima 7 kovanica od 1 kn, pa u kasici ima ukupno 10 + 10 + 7 = 27 kn, $to nije istina.

1 BOD
Na sli¢an nacin bismo racunali za veci broj kovanica od 2 kn:
Broj kovanica 2 kn Broj kovanica 5 kn Broj kovanica 1 kn Ukupna vrijednost
10 4 14 54
15 6 21 81
20 8 28 108
25 10 35 135
2 BODA
Kad bismo povecali broj kovanica od 2 kn, povecao bi se i ukupan iznos. 2 BODA

To znaci da se u kasici se nalazi 20 kovanica od 2 kn, 8 kovanica od 5 kn i 28 kovanica od 1 kn.
2 BODA
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1: Kona¢ni rezultat nosi 2 BODA.

Ako ucenici ispisuju razne mogucénosti, Objasnjenje zasto neke mogucnosti nije potrebno promatrati
(npr. broj kovanica od 5 kn je paran broj, broj kovanica od 2 kn je visekratnik broja 5) nosi 2 BODA.

Racunanje brojeva kovanica na temelju uvjeta i odbacivanje nemogucih slucajeva (npr. dobili smo
ukupnu vrijednost 27, §to nije tocno) takoder 2 BODA.

Sustavno organiziranje podataka na nacin kojim bi se mogle provjeriti sve moguc¢nosti (npr. od manjeg
prema veéem broju kovanica odredene vrste) nosi 2 BODA.

Isticanje da povecanjem broja kovanica dobivamo vecu ukupnu vrijednost i zakljucak da nema vise
rjeSenja nosi 2 BODA.

Napomena 2: Zadatak se moze rijeSiti i zapisivanjem sustava tri jednadzbe s tri nepoznanice koje
oznaCavaju broj kovanica pojedine vrste. Zapis takvog sustava nosi 2 BODA, eliminacija jedne
varijable 3 BODA, odredivanje jedna nepoznanice 3 BODA, odredivanje preostale dvije nepoznanice
2 BODA.

4. U srediStu mozaika nalazi se velika kvadratna ploca sa stranicom duljine 81 cm. Uz srednju
tre¢inu svakog njenog ruba postavljene su manje kvadratne ploce. Potom su uz srednju tre¢inu
svakog slobodnog ruba manje kvadratne ploce postavljene najmanje kvadratne ploce. Od koliko se
ploca sastoji mozaik? Koliki je opseg mozaika?
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RjesSenje.

2 BODA
Jedna je velika, 4 su manje, a 12 je najmanjih kvadratnih ploca.
Ukupno je 1 +4 + 12 = 17 kvadratnih ploca. 1 BOD
Rub mozaika sastoji se od:
8 duzina duljine 81 : 3 =27 cm. 2 BODA
8-27=216cm 1BOD
60 duzina duljine 27 : 3=9 cm. 2 BODA
60 -9=540cm 1BOD
Opseg mozaika je 216 + 540 = 756 cm. 1BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

5. Na koliko razli¢itih nac¢ina Cetvero djece Ante, Bruno, Cvijeta i Dunja mogu medu sobom
podijeliti Cetiri jednake olovke?

Prvo rjeSenje.

Djeca medu sobom dijele cetiri jednake olovke pa svatko od njih moZe dobiti najvise Cetiri olovke.
No, moze se dogoditi da u nekoj podjeli neki od njih ne dobiju niti jednu olovku. Zato moZemo imati
ovih pet slucajeva:

4=4+0+0+0
4=3+1+0+0
4=2+2+0+0
4=2+1+1+0
4=1+1+1+1 1BOD

Odredimo za svaki od tih slucajeva na koliko se razli¢itih nacina podjela olovaka moze napraviti.
Podjela u kojoj jedno dijete dobiva sve Cetiri olovke moZze se napraviti na 4 razli¢ita na¢ina. 1 BOD

Podjela u kojoj jedno dijete dobiva tri olovke, a jedno dijete jednu olovku moze se napraviti na 12
razli¢itih naédina:
o dijete koje dobiva tri olovke moZemo izabrati na 4 nacina
e za svaki odabir djeteta koje dobiva tri olovke, na 3 na¢ina mozemo odabrati dijete koje Ce
dobiti jednu olovku 2 BODA

Podjela u kojoj dvoje djece dobivaju po dvije olovke moze se napraviti na 6 razli¢itih nacina:
e prvo dijete moZemo izabrati na 4 nacina, drugo na 3 nacina, no na taj nacin smo svaki
odabir brojali dva puta, pa 12 dijelimo s 2 2 BODA



Zupanijsko natjecanje 2022. godine, 4. razred

Podjela u kojoj jedno dijete dobiva dvije olovke, a dvoje djece po jednu olovku moze se promatrati

kao podjela u kojoj jedno dijete dobiva dvije olovke, a jedno dijete niti jednu. Takva se podjela moze
napraviti na 12 razli¢itih nacina:

e odabir tog jednog djeteta koje dobije dvije olovke moZemo napraviti na 4 razli¢ita nacina,

a za svaki taj odabir na 3 nac¢ina mozemo odabrati dijete koje neée dobiti olovku preostalo

dvoje djece dobiva po jednu olovku) 2 BODA

Podjela u kojoj svako dijete dobiva jednu olovku moZe se napraviti na 1 nadin. 1BOD

Cetvero djece moze medu sobom podijeliti etiri jednake olovke na
4+ 12 + 6+ 12 + 1 = 35 razlic¢itih nacina. 1BOD
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ako ucenik eksplicitno ne navede pet slucajeva, ali ih ispituje i raspisuje dodjeljuje mu se
pocetni 1 BOD.

Drugo rjesenje.
Kao u prvom nacinu, imamo pet slucajeva. 1 BOD
Popunimo tablicu tako da za svako dijete napiSemo koliko olovaka ¢e dobiti:

Ante Bruno Cvijeta Dunja
4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4
1 BOD
3 1 0 0
3 0 1 0
3 0 0 1
1 3 0 0
0 3 1 0
0 3 0 1
1 0 3 0
0 1 3 0
0 0 3 1
1 0 0 3
0 1 0 3
0 0 1 3
2 BODA
2 2 0 0
2 0 2 0
2 0 0 2
0 2 2 0
0 2 0 2
0 0 2 2
2 BODA
2 1 1 0
2 1 0 1
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2 BODA

1BOD

Cetvero djece moze medu sobom podijeliti &etiri jednake olovke na
4+ 12+ 6+ 12+ 1 =35 razli¢itih nacina. 1 BOD
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
24. ozujka 2022.

5. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. U svaku od tri jednake posude stane 600 litara tekucine te je svaka napunjena to¢no do pola. Iz
prve posude u drugu prelijemo 18 % tekuéine. Potom iz druge posude u tre¢u prelijemo 2/3
tekuéine. Nakon toga iz tre¢e posude u prvu prelijemo 3/8 tekucine i jo§ 5 litara tekucéine. Koliko
litara tekucine treba preliti iz posude s najvise u posudu s najmanje tekucine kako bi u tim
posudama bila jednaka koli¢ina tekuéine?

Rjesenje.

% od 600 je 300.

Dakle, u svakoj posudi ima 300 litara tekucine. 1 BOD
18 % zapisujemo u obliku razlomka 18 % =110%.

E od 300 je 54. 1 BOD
100

54 litara tekucine prelijemo iz prve u drugu posudu pa je u prvoj posudi

300 — 54 = 246 litara tekucine, a u drugoj 300 + 54 = 354 litara tekucine. 1BOD
% od 354 je 236. 1BOD
236 litara tekucine prelijemo iz druge u trec¢u posudu pa je u drugoj posudi

354 — 236 = 118 litara tekucine, a u trecoj 300 + 236 = 536 litara tekucine. 1BOD
g 0d 536 je 201. 1 BOD
Kako dodatno prelijevamo jos pet litara teku¢ine ukupno iz tre¢e posude u prvu prelijevamo

201 + 5 =206 litara tekucine 1BOD
pa je u trecoj posudi 536 — 206 = 330 litara tekuéine, a u prvoj

246 + 206 = 452 litara tekucine. 1 BOD

Nakon svih prelijevanja najvise tekucine je u prvoj posudi (452 L),

a najmanje u drugoj posudi (118 L). 1 BOD
Da bismo u prvoj i drugoj posudi imali jednaku koli¢inu tekucine iz prve u drugu trebamo preliti

(452 -118) : 2 =334 : 2 =167 litara tekucine. 1 BOD
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
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2. Pravokutnik ABCD na crtezu podijeljen je na pravokutnike, svi manji kvadrati su sukladni.
Povrsina pravokutnika ABCD je 3456 cm?. Koliki je zbroj opsega svih pravokutnika nacrtanih
unutar pravokutnika ABCD, a koji unutar sebe ne sadrze manje pravokutnike?

D C
B |
. |
|
[ |
A B

RjeSenje.
Uo¢imo da je duljina stranice veceg kvadrata dvostruko dulja od duljine stranice manjeg kvadrata.

1BOD
Uo¢imo da su kvadrati unutar pravokutnika ABCD rasporedeni u 9 stupaca i 6 redova. 1 BOD

B |

Duljinu stranice manjeg kvadrata oznacimo s a.
Duljine stranica pravokutnika ABCD su 9a i 6a pa je povrsina pravokutnika ABCD je:
9a - 6a = 3456 t). 1 BOD
54a’ = 3456
a? = 3456 : 54
a?=64
Duljina stranice manjeg kvadrata je a =8 cm. 1 BOD
Kvadrat je pravokutnik ¢ije su sve stranice jednakih duljina pa u zbroj opsega svih pravokutnika koji
su nacrtani unutar pravokutnika ABCD trebamo ukljuéiti i opsege svih kvadrata. 1 BOD
Unutar pravokutnika ABCD nacrtani su sljede¢i pravokutnici i opsezi su redom:
7 kvadrata s duljinom stranice 8§ cm.....7 - 4 - 8 = 224 cm,
1 kvadrat s duljinom stranice 16 cm.....1 - 4 - 16 = 64 cm, 1BOD
1 pravokutnik s duljinama stranica 56 cmi 8 cm..... 2 - (56 + 8) = 128 cm,
1 pravokutnik s duljinama stranica 48 cm i 8 cm.....2 - (48 + 8) = 112 cm, 1BOD
2 pravokutnika s duljinama stranica 40 cmi 8 cm..... 2 -2 - (40 + 8) = 192 cm,
2 pravokutnika s duljinama stranica 32 cmi 8 cm.....2 - 2 - (32 + 8) = 160 cm, 1BOD
2 pravokutnika s duljinama stranica 24 cmi 8 cm.....2 - 2 - (24 + 8) = 192 cm,
3 pravokutnika s duljinama stranica 16 cmi 8 cm.....3 -2 - (16 + 8) = 144 cm. 1 BOD
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Zbroj opsega pravokutnika nacrtani unutar pravokutnika ABCD je:

224 cm+ 64 cm + 128 cm + 112 cm + 192 cm + 160 cm + 128 cm + 144 cm

=1152 cm 1BOD
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ako ucenik ne napiSe zakljucak da su i kvadrati pravokutnici, ali u daljnjem postupku
racuna njihov opseg 1 BOD za taj zakljucak se dodaje.

3. Anita i Boris gadaju lopticom metu, svatko po 50 puta. Jedan dio mete je obojen Zuto, a drugi dio
plavo. Za svaki pogodak u metu dobiva se odredeni broj bodova, a ako se meta promasi ne
dobivaju se bodovi. Anita je 36 puta pogodila zuti dio, a 2 puta promasila metu. Boris je 6 puta
pogodio plavi dio, a dvostruko je vise puta od Anite promasio metu. U¢itelj im je na kraju gadanja
rekao da su zajedno osvojili 716 bodova, te da je Boris osvojio 4 boda manje od Anite. Koliko
bodova donosi pogodak u zuti, a koliko u plavi dio mete?

Rjesenje.

Racunamo koliko su puta Anita i Boris pogodili plavi dio mete, zuti dio mete te koliko su puta

promasili metu.

Anita je 36 puta pogodila zuti dio mete, a 2 puta promasila metu pa je plavi dio mete pogodila
50— (36 +2) =50-38 =12 puta. 1BOD

Dakle, Boris je 6 puta pogodio plavi dio mete, a 4 puta (2 puta vise od Anite) promasio metu pa je zuti
dio mete pogodio 50 — (6 + 4) = 50 — 10 = 40 puta. 1BOD

Oznacimo s A broj bodova koje je osvojila Anita, a s B broj bodova koje je osvojio Boris. 1z uvjeta
zadatka pronalazimo:
A+B=716 i B=A-4.

Uvrstavanjem B = A — 4 u prvu jednadzbu dobivamo:

A+A-4=716 1 BOD
2A=716+4

2A =720

A=720:2

A =360

Anita je osvojila 360 bodova. 1 BOD
B =360-4 =356

Boris je osvojio 356 bodova. 1BOD

Oznacimo s X broj bodova koji se dobiva za pogodak u Zuti dio mete, a s y broj bodova koji se dobiva
za pogodak u plavi dio mete.

1z uvjeta zadatka imamo dvije jednadzbe:
36x + 12y = 360
40x + 6y = 356 1BOD

Dalje mozemo rjesavati na viSe nacina.
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Prvi nacin:
Mnozenjem druge jednadzbe s 2 dobijemo jednadzbu

80x + 12y =712

36x + 12y = 360

1z ovog zapisa je vidljivo da se lijeve strane razlikuju za 44x, a desne za 352
pa je 44x = 352

x=352:44

X =8. Pogodak u zuti dio mete donosi 8 bodova.

6y = 356 — 320

6y = 36

y=36:6

y=6. Pogodak u plavi dio mete donosi 6 bodova.

Drugi naédin:

Dijeljenjem prve jednadzbe s 2 dobivamo

18x + 6y = 180

40x + 6y = 356

Iz ovog zapisa je vidljivo da se lijeve strane razlikuju za 22x, a desne za 176
pa je 22x =176

Xx=176:22

x=8. Pogodak u zuti dio mete donosi 8 bodova.

6y =180 - 144

6y = 36

y =36:6

y=6. Pogodak u plavi dio mete donosi 6 bodova.

Treéi nacin:

1z obje jednadzbe izrazimo 6y pa imamo 6y = 180 —18x i 6y = 356 — 40x.

Izjednacavanjem desnih strana imamo:

180 —18x = 356 — 40x

40x — 18x = 356 — 180

22x =176

x=176:22

X =8. Pogodak u zuti dio mete donosi 8 bodova.
6y =180 — 144

6y = 36

4

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD
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y = 36:6
y=6. Pogodak u plavi dio mete donosi 6 bodova. 1 BOD
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ukoliko ucenik izra¢una koliko se bodova dobiva za pogodak u zuti i plavi dio mete na
neki drugi nacin te ukoliko argumentirano objasni sve korake u rjesavanju osvaja maksimalan broj
bodova predviden za taj dio zadatka.

4. Izracunaj aritmeti¢ku sredinu svih visekratnika broja 12 koji su oblika 3a8b. Koji od dobivenih
viSekratnika treba izostaviti kako bi aritmeticka sredina preostalih viSekratnika bila za 50 veéa od
aritmeticke sredine svih visekratnika?

Rjesenje.
Broj je djeljiv s 12 ako je djeljivis4is 3.
Broj je djeljiv s 4 ako mu je dvoznamenkasti zavrSetak djeljiv s 4 pa je znamenka b 0,4 ili8. 1 BOD

Za b = 0 broj je oblika 3a80.
34+a+8+0=a+ 11 paznamenka a moze biti 1,4 ili 7, a
dobiveni su brojevi 3180,3480,3780. 1 BOD

Za b = 4 broj je oblika 3a84.
34+a+8+4=a+ 15 paznamenka a moze biti 0,3, 61li 9, a
dobiveni su brojevi 3084, 3384,3684,3984. 1 BOD

Za b = 8 broj je oblika 3a88.
34+a+8+8=a+ 19 paznamenka a moze biti 2, 5ili 8, a
dobiveni su brojevi 3288,3588,3888. 1 BOD

Aritmetic¢ka sredina brojeva iznosi
(3180 + 3480 + 3780 + 3084 + 3384 + 3684 + 3984 + 3288 + 3588 + 3888) : 10 =

35340 : 10 = 3534. 1BOD
Neka je x broj koji treba izostaviti. Tada vrijedi

(35340 — x) : 9 = 3584 2 BODA
35340 —x = 35849

35340 — x = 32256 1BOD
x = 35340 — 32256 1BOD
x = 3084

Treba izostaviti broj 3084. 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ako je iz slijeda rjeSavanja jasno da je trazeno rjeSenje broj 3084 za nedostatak pisanog
odgovora ne treba oduzimati bod.
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5. Ante, Bruno, Ciprijan, Davor, Emanuel i Franko se trebaju poredati u vrstu.
a) Na koliko se razli¢itih na¢ina djeCaci mogu poredati ako Bruno stoji lijevo od Emanuela?
b) Na koliko se razli¢itih na¢ina djecaci mogu poredati ako izmedu Ciprijana i Davora ne stoji niti
jedan drugi djecak?

RjeSenje.

a) Prvi nacin:

Ako bismo djecake poredali, bez ikakvih uvjeta, redom biramo jednog od 6 djecaka na prvo mjesto, pa
jednog od 5 preostalih dje¢aka na drugo mjesto i tako do kraja. To mozemo uciniti na
6-4-5-3-2-1=720 nadina. 2 BODA
Uoc¢imo da medu tim nacinima svaki raspored u kojem je Bruno lijevo od Emanuela ima para u kojem
je Bruno desno od Emanuela. Parove formiramo tako da Bruno i Emanuel zamijene svoja mjesta, a
svi ostali zadrZe svoja mjesta. 3 BODA
Stoga je traZeni broj 720 : 2 = 360. 1 BOD

a) Drugi nacin:
Ako je Bruno uvijek lijevo od Emanuela, potrebno je razmotriti sljede¢e povoljne moguénosti:

I. Bruno je u vrsti prvi slijeva. Preostali se djecaci tada mogu razmjestiti na sve moguce nacine
jer je uvjet uvijek ispunjen.
Ukupno je 5-4 -3 -2 -1 =120 razli¢itih nacina. 1BOD
Il. Bruno je u vrsti drugi slijeva. Tada se prvo mjesto moZe popuniti na 4 naCina (bez
Emanuela), a preostala4 na4 - 3 -2 - 1 = 24 nacina,
Sto je ukupno 4 - 24 = 96 razli¢itih nacina. 1 BOD
I11. Bruno je u vrsti treci slijeva. Tada se prvo mjesto moZe popuniti na 4 nacina (bez Emanuela),
drugo na 3 nacina (bez Emanuela), a preostala 3 mjestana 3 - 2 - 1 = 6 nacina,
Sto je ukupno 4 - 3 - 6 = 72 razlicita nacina. 1 BOD
IV. Bruno je u vrsti Cetvrti slijeva. Tada se prvo mjesto moze popuniti na 4 nacina (bez
Emanuela), drugo na 3 nacina (bez Emanuela), tre¢e na 2 nacina (bez Emanuela) a preostala
2 mjestana 2 - 1 = 2 nadina,
§to je ukupno 4 - 3 - 2 - 2 = 48 razli¢itih nacina. 1 BOD
V. Bruno je u vrsti peti slijeva. Tada se prvo mjesto moze popuniti na 4 nacina (bez Emanuela),
drugo na 3 nacina (bez Emanuela), trece na 2 nacina (bez Emanuela), ¢etvrto na 1 nacin (bez
Emanuela), a na preostalom Sestom mjestu je Emanuel (1 nacin),
Sto jeukupno 4 - 3 -2 -1 -1 =24 razli¢ita nacina. 1 BOD
VI. Ako je Bruno u vrsti Sesti (posljednji) nema povoljnih moguénosti.

Ukupno je 120 + 96 + 72 + 48 + 24 = 360 povoljnih mogucénosti slaganja vrste prema zadanom uvjetu.
1BOD

b) Prvi na¢in:

Oznacimo sa A, B, C, D, E i F djecake prema pocetnim slovima njihovih imena.

Djecake Ciprijana i Davora promatramo kao nedjeljivu cjelinu i u vrstu ih slazemo u bloku CD
(Ciprijan prvi slijeva pored Davora) ili DC (Ciprijan prvi zdesna pored Davora).

Stoga za razmjestaj imamo 5 nedjeljivih cjelina: osobe A, B, E, F i blok CD ili blok DC. 1 BOD
Vrstu mozemo slozitina 5 -4 - 3 -2 - 1 = 120 razli¢itih nacina. 1 BOD
Ako vrstu slazemo s blokom DC opet je 120 razli¢itih nacina. 1 BOD
Ukupno je 120 + 120 = 240 razli¢itih rasporeda u vrsti sa zadanim uvjetom. 1 BOD
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b) Drugi na¢in:
Oznacimo sa A, B, C, D, E i F djecake prema pocetnim slovima njihovih imena.

Ako Ciprijan stoji uvijek neposredno pored Davora, onda mu moze stajati neposredno slijeva (CD) ili
neposredno zdesna (DC).

Promotrit ¢emo prvo moguénosti slaganja vrste ako je Ciprijan prvi slijeva pored Davora.

e Ako Ciprijan stoji prvi u vrsti slijeva onda je Davor drugi pa imamo 24 razlicita rasporeda:

CD ABEF CD BAEF CD EABF CD FABE
CD ABFE CD BAFE CD EAFB CD FAEB
CD AEBF CD BEAF CD EBAF CD FBAE
CD AEFB CD BEFA CD EBFA CD FBEA
CD AFBE CD BFAE CD EFAB CD FEAB
CD AFEB CD BFEA CD EFBA CD FEBA

1 BOD
e Ako Ciprijan stoji drugi u vrsti slijeva onda je Davor tre¢i pa imamo 24 razli¢ita rasporeda.
e Ako Ciprijan stoji tre¢i u vrsti slijeva onda je Davor Cetvrti pa imamo 24 razlicita rasporeda.
e Ako Ciprijan stoji Cetvrti u vrsti slijeva onda je Davor peti pa imamo 24 razlicita rasporeda.

e Ako Ciprijan stoji peti u vrsti slijeva onda je Davor Sesti pa imamo 24 razlicita rasporeda.

Ukupno je 24 - 5 = 120 razli¢itih poredaka ako je Ciprijan prvi slijeva pored Davora. 1 BOD
Analogno je ukupno je 24 - 5 = 120 razli¢itih poredaka ako je Ciprijan prvi

zdesna pored Davora. 1 BOD
Ukupno je 120 + 120 = 240 razli¢itih rasporeda u vrsti sa zadanim uvjetom. 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1: Ukoliko ucenik na bilo koji nacin pokaze sustavnost u prebrojavanju mogucih
rasporeda i to¢no izracuna broj mogu¢ih rasporeda zadatak treba bodovati s maksimalnim brojem
bodova. Ukoliko uéenik na bilo koji nacin pokaze sustavnost u prebrojavanju moguéih rasporeda, ali
ne dobije to¢an rezultat moze ostvariti najvise 3 BODA u a) i 2 BODA u b).

Napomena 2: Samo ako ucenik napravi racunsku, a ne logicku pogresku primjenjuje se princip
“slijedi pogresku”.



ZUPANIJISKO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
24. ozujka 2022.

6. razred — rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Veliki pravokutnik je podijeljen na cetiri sukladna pravokutnika, od kojih je jedan obojen. Zatim
je jedan od neobojenih pravokutnika podijeljen na pet sukladnih pravokutnika od kojih je opet
jedan obojen. | na kraju, jedan od tih neobojenih pravokutnika podijeljen je na tri sukladna
pravokutnika, od kojih je jedan obojen, kao §to je prikazano na slici.

IzraCunaj povrsinu neobojenog dijela pravokutnika na slici, ako je najmanji obojeni pravokutnik
kvadrat, a zbroj opsega sva tri obojena pravokutnika iznosi 19.6 cm.

RjeSenje.
Oznacimo duljinu stranice obojenog kvadrata s x.

Tada su duljine stranica drugog obojenog pravokutnika 3x i x, a duljine stranica najveéeg obojenog
pravokutnika su 3x i 5x kao $to je oznaceno na slici.

3z 3x
T T
3
5 Hr
T
€T 3z 1 BOD

Za obojene pravokutnike vrijedi:
01 = 4x

0, =2-(3x+x)=8x

03 =2-(3x + 5x) = 16x.

Zbroj opsega sva tri obojena pravokutnika iznosi:

0,4+ 0, + 03 =4x+203x + x) + 2(3x + 5x) = 28x. 1 BOD
Iz uvjeta zadatka vrijedi 28x = 19.6 1 BOD
paje x = 0.7 cm (= 7 mm). 1BOD
Duljine stranica po¢etnog pravokutnika su

12x=12-7mm =84 mm i 5x =57 mm = 35 mm. 1BOD
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Njegova je povrSina:

P, = 84 mm - 35 mm = 2940 mm?, 1BOD
Povrsine obojenih pravokutnika su:

P, = 7mm-7 mm = 49 mm?

P, =21 mm -7 mm = 147 mm?

P; =21 mm - 35 mm = 735 mm? 2 BODA
Povrsinu neobojenog dijela pravokutnika izracunat ¢emo kao razliku povrSine pocetnog pravokutnika i
zbroja povrsina obojenih pravokutnika:

P=P,-(P, +P,+Ps) 1BOD
P = 2940 - (49 + 147 + 735)

P = 2940 -931

P =2009 mm? (= 20.09 cm?). 1BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

2. Masa je imala tri ogrlice s razli¢itim brojem bisera. Od njih je napravila tri nove ogrlice od kojih

svaka ima 80 bisera. To je postigla tako da je s prve ogrlice skinula % bisera i premjestila ih na
drugu ogrlicu, a zatim je s tako dobivene druge ogrlice ponovno premijestila % bisera na tre¢u i s
tako dobivene tre¢e ogrlice ponovno premjestila% bisera na prvu.

Koliko je bisera bilo na svakoj od te tri ogrlice prije premjeStanja?

Prvo rjesenje.

Nakon posljednjeg premjeétanja% bisera, s trece na prvu ogrlicu, na trecoj je ogrlici ostalo 80 bisera.

Prije premjestanja na trecoj je ogrlici bilo Z- 80 = 140 bisera. 2 BODA
To znacéi da je na prvu ogrlicu premjesteno ; 140 = 60 bisera, 1 BOD
pa je na prvoj ogrlici bilo 80 — 60 = 20 bisera. 1 BOD
Sli¢no zaklju€ujemo i za ostala premjestanja.
1. ogrlica 2. ogrlica 3. ogrlica

Na kraju 80 80 80

Prije 3. premjestanja 20 80 140

Prije 2. premjestanja 20 140 80 3 BODA

Prije 1. premjestanja 35 125 80 3 BODA

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjesenje.

Neka je a broj bisera na prvoj ogrlici prije premjeStanja, b broj bisera na drugoj ogrlici prije
premjestanja i C broj bisera na trecoj ogrlici prije premjestanja.

Nakon posljednjeg premjestanja % bisera, s trece na prvu ogrlicu, na tre¢oj je ogrlici ostalo 80 bisera.

Neka je d broj bisera na trecoj ogrlici prije premjeétanja% bisera na prvu ogrlicu.

Tada vrijedi gd =80 1 BOD
odnosno d= %- 80 = 140. 1BOD
Dakle, na prvu je ogrlicu premjesteno % 140 = 60 bisera. 1 BOD
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Na prvoj je ogrlici nakon premjestanja ; bisera na drugu ogrlicu bilo 80 — 60 = 20 bisera,

1BOD
pa vrijedi éa =20
odnosno a= % - 20 = 35 bisera. 1BOD
Dakle, s prve je ogrlice na drugu premjesteno ; -35 = 15 bisera. 1 BOD

Nakon premjestanja 15 bisera s prve na drugu ogrlicu i premje$tanja % bisera na tre¢u ogrlicu vrijedi

§(b+ 15) = 80

odnosno b+ 15 =140

pa je b = 125. 1 BOD

Na tre¢u je ogrlicu premjesteno ; 140 = 60 bisera. 1 BOD

Nakon premjestanja 60 bisera s druge na trecu ogrlicu i premjestanja % bisera na prvu ogrlicu vrijedi
~(c + 60) = 80 1BOD

odnosno c+60 =140

pa je ¢ = 80. 1BOD

Na prvoj je ogrlici prije premjestanja bilo 35, na drugoj 125, a na tre¢oj 80 bisera.
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Treée rjesenje.
Neka je X broj bisera na prvoj ogrlici prije premjeStanja, y broj bisera na drugoj ogrlici prije
premjestanja i z broj bisera na tre¢oj ogrlici prije premjestanja.

Nakon premjestanja %x bisera s prve na drugu ogrlicu, na prvoj je ostalo je gx bisera, 1 BOD

a na drugoj je ogrlici tada bilo y + %x bisera. 1 BOD

Kad je Masa s druge ogrlice premjestila %(y + ;x) bisera na trecu, na drugoj je ostalo 80 bisera pa je

4 3

2(y+2x) =80, 1 BOD

odnosno y +2x = 80 - = = 140. 1 BOD

Na trecoj je ogrlici nakon premjestanja s druge ogrlice bilo

z+2(y+2x) = z+3-140 = z + 60 bisera, 1BOD
7 7 7

a nakon premjestanja ; (z + 60) bisera na prvu ogrlicu ostalo ih je 80 pa slijedi

> (z + 60) = 80, 1BOD

odnosno z = 80. 1 BOD

Na prvoj ¢e ogrlici nakon premjestanja s trece ogrlice biti

%x + %(z + 60) = 80 bisera, 1 BOD

otkuda slijedi da je >x + 60 = 80,

odnosno x = 35. 1 BOD

Iz y +2x = 140 slijedi y + 15 = 140 odnosno y = 125. 1 BOD

Na prvoj je ogrlici prije premjestanja bilo 35, na drugoj 125, a na tre¢oj 80 bisera.
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
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3. Na humanitarnoj akciji prodaju se ¢okoladne kuglice pakirane u kutije. Ana i Bela kupile su po 2
paketa, a Cico je kupio tri posljednja paketa. Ubrzo im se priklju¢io i Dado, razoCaran $to su sve
kuglice prodane. Ana, Bela i Cico su tada ravnopravno podijelili kuglice na cetiri dijela. Dado je
za svoj dio ostavio 245 kn. Kako ¢e Ana, Bela i Cico posteno podijeliti taj iznos?

Prvo rjesenje.
Ukupno je bilo 2 + 2 4+ 3 = 7 kutija pa zakljucujemo da bi svatko trebao platiti % kutija. 2 BODA
Kako je Dado za svoj dio ostavio 245 kn, zaklju¢ujemo da Cetvrtina kuglica u kutiji vrijedi

245kn : 7 = 35 kn. 1BOD
Ana je platila dvije kutije ¢okoladnih kuglica (8 ¢etvrtina) pa zaklju¢ujemo da je potrosila

8- 35 kn = 280 kn. 2 BODA
Isto vrijedi i za Belu. 1BOD
Ana i Bela ¢e od Dadinog novca dobiti svaka po 280 kn — 245 kn = 35 kn. 1BOD
Cico je kupio tri kutije ¢okoladnih kuglica (12 Cetvrtina) pa zaklju¢ujemo da je potrosio

12 - 35 kn = 420 kn. 2 BODA
Cico ¢e od Dadinog novca dobiti 420 — 245 = 175 kuna. 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjesenje.
Ukupno je bilo 2 + 2 + 3 = 7 kutija.
Kako se ¢okoladne kuglice iz 7 kutija dijele na ¢etvero djece, zakljucujemo da svatko treba

platiti = Kutija. 1 BOD
Ana je kupila 2 kutije ¢okoladnih kuglica (8 cetvrtina), a treba zapravo platiti Z.

Znati, Dado placa njezinih . 2 BODA
Isto vrijedi i za Belu. 1 BOD
Cico je kupio 3 kutije cokoladnih kuglica (12 Cetvrtina), a treba zapravo platiti %.

Znaci, Dado placa njegovih %. 2 BODA
245 kuna trebaju podijeliti na 7 jednakih dijelova

245kn : 7 = 35kn 1BOD
od kojih ¢e Ana i Bela dobiti po jedan dio, tj. svaka po 35 kn, 2 BODA
a Cico 5 dijelova tj. 5 - 35 kn = 175 kn. 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

4. Neka su a, b i c prirodni brojevi takvi da je a <b i vrijedi D(a,b) =4, D(a,b,c) =2
te V(a, b, c) = 400. Odredi sve trojke (a, b, ¢) prirodnih brojeva za koje vrijede zadani uvjeti.

Prvo rjesenje.
Kako vrijedi V(a, b, c) = 400 rastavimo broj 400 na proste faktore:
400=2-2-2-2-5-5=2%-52, 1 BOD

Iz uvjeta D(a, b) = 4, zakljuCujemo da su brojevi a i b viSekratnici broja 4.
Iz rastava broja 400 na proste faktore zakljuéujemo da sua,b € {4,16,20,80,100,400}. 2 BODA

Iz rastava broja 400 na proste faktore i uvjeta D(a, b,c) = 2 zakljuCujemo da je broj c viSekratnik
broja 2, ali ne i broja 4, pa vrijedi ¢ € {2,10,50}. 2 BODA

4
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Ako je c =2, vrijedia, b € {4,400} i a,b € {16,100}. 1 BOD
Ako je ¢ =10, vrijedia, b € {4,400} i a,b € {16,100}. 1 BOD
Ako je ¢ =50, vrijedi, a, b € {4,16}, a, b € {4,80}, a,b € {4,400}, a,b € {16,20}, a,b € {16,100}.

2 BODA

Trazene uredene trojke brojeva su:
(4, 400, 2), (16, 100, 2), (4, 400, 10), (16, 100, 10),
(4, 16, 50), (4, 80, 50), (4, 400, 50), (16, 20, 50), (16, 100, 50). 1BOD

Ili, trazene trojke brojeva ucenik moze prikazati tablicom.

c |2 2 10 10 50 |50 |50 50 |50
4 16 4 16 4 4 4 16 | 16
b [400 |100 |400 |100 |16 |80 |400 |20 | 100

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ukoliko ucenik nema rastav na proste faktore, ali ima sva rjeSenja uz odgovarajuca
obrazlozenja, treba dobiti maksimalnih 10 bodova.

Drugo rjesenje.

Uoc¢imo daje V(a,b,c) =400 =2-2-2-2-5-5, 1 BOD
Iz uvjeta zadatka slijedi da je

a=4-kib=4-1 pricemujeD(k,)=1ik < I, 1 BOD
¢ =2-m, am jeneparan, zbog D(a,b,c) =2. 1 BOD
Toc¢no jedan od brojeva k i [ mora biti djeljiv s 4 i to¢no jedan djeljiv s 5 ili 25. 1BOD
Takoder to zna¢i da moze bitim = 1, m = 5 ili m = 25. 1 BOD

To daje sljede¢ih 9 moguénosti za:
(k, 1, m) X {(1,100, 1), (1, 100,5), (1,100, 25), (4, 25, 1), (4, 25, 5), (4, 25, 25), (1, 20, 25),

(4,5,25),(1,4,25)} 4 BODA
pa slijedi:
(a,b,c) X {(4,400,2), (4,400,10), (4,400,50), (16,100, 2), (16,100, 10), (16, 100, 50),
(4,16,50), (4,80, 50), (16,20,50)} 1 BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Trece rjeSenje.

Kako vrijedi V(a, b, c) = 400, rastavimo broj 400 na proste faktore:
400=2:2-2-2-5-5=2%.52, 1BOD
Uoc¢imo da su brojevi 2 i 5 jedini prosti faktori u rastavu broja 400 pa tako a, b, c nemaju drugih
prostih faktora.

Kako se faktor 2 javlja 4 puta, jedan od brojeva mora sadrzavati sva ta &etiri faktora (2* = 16), a zbog
uvjeta D(a, b) = 4 zaklju¢ujemo da drugi broj mora sadrzavati 2% = 4.

Brojeve a i b tada mozemo zapisatia =16 -kib=4-lilia=4-kib =161 1BOD
Zbog uvjeta D(a, b, c) = 2, treéi broj ¢ smije sadrzavati samo jedan faktor 2 pa ga moZemo zapisati
c=2-m. 1 BOD
Pri tome trazeni brojevi mogu sadrZavati najviSe dva faktora 5, paze¢i da a i b nemaju istovremeno
faktor 5 zbog D(a, b) = 4. 1 BOD
Zbog D(a, b, c) = 2, broj ¢ ne smije istovremeno imati zajednicki faktor 5 s brojevimaaib. 1BOD
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Ako promatramo broj faktora 5, moguci su sljedeci slucajevi:

(k, I, m) a=16-k, b=4-1, a=4-k,b=16"1,
c=2-m c=2'm

(1,1, 25) tj. a i b ne sadrze faktor 5, broj | 16:4,560 4,16, 50

¢ sadrzi dva faktora 5

(1, 5, 25) tj. a ne sadrzi faktor 5, b sadrzi | 16, 20, 50 4, 80, 50

jedan faktor 5, ¢ sadrzi dva faktora 5

(5, 1, 25) tj. a sadrzi jedan faktor 5, b ne | 804,50 20,1650

sadrzi faktor 5, ¢ sadrzi dva faktora 5

(1, 25, 25) tj. a ne sadrzi faktor 5, bic 16, 100, 50 4, 400, 50

sadrze dva faktora 5

(25, 1, 25) tj. a sadrzi dva faktora 5, b ne | 400,450 100,-16,50

sadrzi faktor 5, ¢ sadrzi dva faktora 5

(25, 1, 5) tj. a sadrzi dva faktora 5, b ne | 400,410 100,-16,-10

sadrzi faktor 5, ¢ sadrzi jedan faktor 5

(1, 25, 5) tj. a ne sadrzi faktor 5, b sadrzi | 16, 100, 10 4, 400, 10

dva faktora 5, ¢ sadrzi jedan faktor 5

(25, 1, 1) tj. a sadrzi dva faktora 5, bic | 400,42 100,-16,2

ne sadrze faktor 5

(1, 25, 1) tj. ai ¢ ne sadrze faktor 5, b 16,100, 2 4,400, 2

sadrzi dva faktora 5

4 BODA
Ukupno postoji 18 moguénosti od kojih samo 9 zadovoljava uvjet a < b:
(4,16,50), (16, 20,50), (4,80,50), (16,100, 50), (4,400, 50), (16,100, 10), (4,400, 10),
(16,100,2) i (4,400,2). 1BOD

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Za dobivena 4 rjeSenja ucenik treba dobiti 2 BODA, za dobivenih 6 rjesenja 3 BODA, a
za 8 rjeSenja 4 BODA. Ukoliko ucenik ima samo rastav broja 400 na proste faktore i svih 9 rjesenja, a
bez odgovarajuceg obrazloZenja, moze dobiti najvise 6 BODOVA.

5. Na koliko nacina Iva, Ana i Tea mogu podijeliti 6 razlicitih nagrada tako da svaka od njih dobije
barem jednu nagradu?

Prvo rjesenje.

Iz uvjeta zadatka je vidljivo da sve nagrade moraju biti podijeljene, ali sve djevoj¢ice ne moraju dobiti
isti broj nagrada.

Razlikujemo tri slucaja 1-1-4, 2-2-2, 1-2-3, 1 BOD
pri ¢emu brojevi oznacavaju koliko nagrada dobiva neka osoba.

U svakom slucaju trebamo odrediti na koliko nac¢ina mozemo odabrati koja djevojcica ¢e dobiti koji
broj nagrada, te koje to¢no nagrade dobiva.

1° Slucaj 1-1-4

Na tri na¢ina mozemo odrediti koja djevojcica dobiva Cetiri nagrade. 1BOD
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Recimo da Iva i Ana dobivaju po jednu, a Tea Cetiri nagrade. Ivinu nagradu mozemo odabrati na 6
nacina, Aninu na 5 nacina, a za Teu Ce tada preostati 4 nagrade koje onda mozemo odabrati samo na

jedan na¢in. Dobivamo 65 -1 = 30 naéina. 1 BOD
Analogno zakljucujemo u preostala dva slucaja, pa je ukupan broj nacina u ovom slucaju
30-3 = 90. 1BOD

2° Slucaj 2-2-2

Ivine dvije nagrade od ukupno 6 nagrada mozemo odabrati na (6 - 5) : 2 = 15 nacina,

Anine dvije od preostale 4 nagrade mozemo odabrati na (4 - 3) : 2 = 6 nacina,

ina kraju, za Teu preostaju dvije nagrade koje onda biramo na jedan nacin.

Dakle, broj na¢ina podjele nagrada u ovom sluc¢ajuje 15-6 -1 = 90. 1 BOD
Sve djevojcice dobivaju po dvije nagrade, pa ne moramo birati koja dobiva koliko nagrada. =~ 1 BOD

3° Slucaj 1-2-3

Imamo Sest nacina da odaberemo koja djevojcica ¢e dobiti jednu, dvije ili tri nagrade. 1BOD
Recimo da Iva dobije jednu, Ana dvije, a Tea tri nagrade.

Ivinu jednu nagradu moZzemo odabrati na 6 nacina, tada ¢e za Anu preostati 5 nagrada pa njene dvije
od tih pet nagrada mozemo odabrati na (5-4) : 2 = 10 nacina, a za Teu ¢e ostati tri nagrade koje
mozemo odabrati na jedan nacin. Dakle, broj nacina podjele nagrada u kojima ¢e Iva dobiti jednu, Ana

dvije, a Tea tri nagrade je 6 - 10 -1 = 60. 1 BOD
Ukupan broj nacina podjele nagrada u ovom slu¢aju je 60 - 6 = 360. 1 BOD
Konacno, 6 razli¢itih nagrada mozemo podijeliti Ivi, Ani i Tei na 90 + 90 + 360 = 540 1BOD

nacina, a da pri tom svaka djevoj¢ica dobije barem jednu nagradu.
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ako je uCenik ukupan broj podjela nagrada dobio kao zbroj 90 + 270 + 180 = 540, moze
dobiti najvise 7 BODOVA.

Drugo rjesenje.
Odredimo broj svih rasporeda, u kojima neke djevojéice neée dobiti nagrade, i od njega oduzmimo

broj rasporeda u kojima bas neka od njih ne¢e dobiti nagradu. 1 BOD
Svaku od 6 nagrada mozemo dati bilo kojoj od tri djevojcice. Po teoremu o uzastopnom prebrojavanju,
nagrade moZzemo raspodijelitina3-3-3-3-3-3 =3° 1 BOD
= 27 - 27 = 729 nacina. 1 BOD
Medutim, tu smo prebrojali i one nacine u kojima jedna ili dvije djevojCice ne¢e dobiti niti jednu
nagradu. 1BOD
Ako Iva ne dobije niti jednu nagradu, onda svih 6 nagrada dijelimo samo Ani i Tei. To mozemo
napravitina2-2-2-2-2-2 = 2%=8-8 = 64 nacina. 2 BODA
Analogno, ako Ana ili Tea neée dobiti niti jednu nagradu, taj broj treba pomnoziti s 3, tj.
64 -3 =192. 1 BOD
No, tada smo dvaput prebrojali slu¢ajeve u kojima po dvije djevojcice nece dobiti niti jednu nagradu.
To se dogada na 3 moguca nacina (sve nagrade Ivi, sve nagrade Ani ili sve nagrade Tei). 1 BOD
Dakle, broj nacina podjele nagrada u kojima jedna ili dvije djevojcice nece dobiti niti jednu nagradu je
192 — 3 =189. 1BOD

Kona¢no, 6 razli¢itih nagrada mozemo podijeliti Ivi, Ani i Tei na 729 — 189 = 540 nacina, a da pri
tom svaka djevojéica dobije barem jednu nagradu. 1 BOD
............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

7



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
24. ozujka 2022.

7. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Ivai Maja dobile su narudzbu za izradu 72 cestitke. Svaka od njih izradila je 36 Cestitki, a svaku
od svojih Cestitki izradivala je jednako dugo. Iva je izradila 6 Cestitki za isto vrijeme za koje je Maja
izradila 5 Cestitki. Iva je svojih 36 Cestitki izradila za 1 sat i 48 minuta prije nego Sto je Maja izradila
sve svoje Cestitke. Koliko je Cestitki za 1 sat izradila Iva, a koliko Maja?

Prvo rjesenje.

Neka je x vrijeme za koje je Iva izradila 6 Cestitki, a Maja 5 Cestitki.

Tada je Ivi za izradu jedne Cestitke trebalo g sati, a Maji g sati. 1BOD
Znagi da je Iva svojih 36 Cestitki izradila za =" x = 6x sati, a Maja za = x sati. 1 BOD
Pretvorimo 1 sat i 48 minuta u sate.

. 1 .
1 minuta = — sati.
60

= lsati 48 minuta=%=§sati. 1BOD
Buduci je za izradu Cestitki Ivi trebalo 1 sat i 48 minuta manje vremena nego Maji, vrijedi jednakost:
6x +2=2x 3 BODA
30x + 9 = 36x 1 BOD
6x = 9

x=2=>=1Z 1BOD
Iva za 1h 1 30 minuta izradi 6 Cestitki, S§to znaci da za 1 sat izradi 6: 1% = 4 Cestitke. 1BOD

Maja za 1h i 30 minuta izradi 5 Cestitki, Sto znaci da za 1 sat izradi
5:13 = 37 Cestitki. 1BOD
............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjesenje.
Oznadimo sa x vrijeme u minutama potrebno Ivi za izradu jedne Cestitke.

To znaci da ¢e 6 Cestitki izraditi za 6x minuta. 1 BOD
Za isto vrijeme Maja izradi 5 Cestitki iz ¢ega slijedi da joj za izradu jedne

Cestitke treba gx minuta. 1 BOD
Za izradu 36 Cestitki Ivi treba 36x, a Maji 36 - 2x = = minuta. 2 BODA

Bududi je za izradu Gestitki Ivi trebalo 1 sat i 48 minuta = 108 minuta manje vremena nego Maji, vrijedi

jednakost:
216

36x + 108 = = X 2 BODA
180x + 540 = 216x

36x = 540

x =15 minuta 1 BOD
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Dakle, Ivi za izradu jedne Cestitke treba 15 minuta, a Majig -15 = 18 minuta.

Slijedi da ¢e za 60 minuta (1 sat) Iva izraditi % = 4 Gestitke,

.60 10 1 .
a Maja — = — = 3 - Cestitki.
18 3 3

Treée rjesSenje.

Za vrijeme dok Iva napravi 6 Cestitki, Maja ih napravi 5.

Dok Iva napravi svojih 36 Cestitki, Maja ¢e ih napraviti 30.

Za izradu preostalih 6 Cestitki Maji treba 1 sat i 48 minuta, tj. 108 minuta.

Za izradu jedne Cestitke Maji treba 108 : 6 = 18 minuta.

Za jedan sat Maja izradi i—g = 1?0 =3 %éestitki.

Za izradu 5 Cestitki Maji treba 5 - 18 = 90 minuta.

Za to vrijeme Iva izradi 6 Cestitki, pa joj za jednu treba 90 : 6 = 15 minuta.

Za jedan sat Iva izradi 60 : 15 = 4 Cestitke.

2. Odredi prirodne brojeve a, b, ¢ i d tako da vrijedi:

4 1 599
a = :
b+ 1 : 121
+ —
cTa
RjeSenje.
Bududi je
1 599 115
C+a

zakljucujemo da je a =4.
Dalje je:
1 115

b+ 121
C+E

1 115

1 6
b+:%—1+m

Zakljuéujemo da je b = 1.
Analognim postupkom dobivamo

ctg _ 1S

1 6

. 1 1
tj.C+E—19+g
pa je ¢ = 19.

Konaé¢no iz% = % zakljuCujemo da je d = 6.

1BOD

2 BODA
UKUPNO 10 BODOVA

1BOD
3 BODA
1BOD

2 BODA

1BOD
1BOD
1BOD

.. UKUPNO 10 BODOVA

2 BODA

1BOD

2 BODA

1BOD

2 BODA
2 BODA
UKUPNO 10 BODOVA
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3. Unutar pravokutnika ABCD nalazi se to¢ka T. Spoji li se to¢ka T s vrhovima pravokutnika,
pravokutnik ¢e biti podijeljen na etiri trokuta. PovrSine triju od tih trokuta su 15 cm?, 54 cm? i 75
cm?. Odredi sve moguce povrsine pravokutnika ABCD.

Rjesenje.
Skica:
D a C
X Y
) e ot G e e e (o b
B
A a B

Oznacimo redom povrsine trokuta AATD s Py, AABT s Py, ABCT s P3, te ACDT s Pa.
Nacrtajmo visine iz vrha T u AATD i ABCT, te ih ozna¢imo X, 0dnosno y.

Tada vrijedidajea =x +y. 1 BOD
Nadalje,
P, =>bx Py =>by. 1 BOD
Zbrajanjem povrsina P i Pz dobivamo sljedecu jednakost:
P+ Py = 2bx + by 1 BOD
1
==b(x+y)
2
= E ba
=~ Pagco 1 BOD
Nadalje zakljucujemo da je P2+ P4 = %PABCD. 1BOD
Oznacimo Cetvrtu nepoznatu povrSinu jednog od trokuta s Q. Tada imamo 3 moguénosti:
. 15+54=75+Q
. 15+75=54+Q
M.  54+75=15+Q
Prvi slucaj otpada jer je 15 + 54 <75,atimei 15+ 54 <75+ Q. 1BOD
Iz drugog slu¢aja imamo Q = 36 cm?. 1BOD
Iz treéeg slu¢aja imamo Q = 114 cm?, 1BOD

Dakle, zadatak ima dva rjeSenja, to jest postoje dva pravokutnika koji zadovoljavaju zadane uvjete.
Povrsine tih pravokutnika su 15 + 54 + 75 +36 =180 cm?i 15 + 54 + 75 + 114 = 258 cm?. 2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ucenik koji napiSe samo jedno to¢no rjeSenje treba, u skladu s bodovanjem, dobiti 7
BODOVA. Ucenik koji nije pokazao da jedno rjeSenje nije moguce, treba dobiti 9 BODOVA.
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4. Odredi sve parove prirodnih brojeva (a, b) takve da je (a + 6)(b + 5) = 3ab.

Prvo rjeSenje.

ab+5a+6b+30—-3ab=0 1BOD
—2ab + 5a = —6b — 30/- (—1)

2ab — 5a = 6b + 30

a(2b —5) = 6b + 30 1 BOD
_ 6b+30
~ 2b-5
3(2b—5)+15+30
a=——"——
2b-5
_ 45
a=3+-" 1 BOD
aeNe €N 2b-5€{13591545} 2 BODA
& 2b € {6,8,10,14, 20,50}
& b €{3,4,5,7,10, 25} 1 BOD
&= €{45,15,9,5,3,1} 1 BOD
©a=3+-—€{48,18,12,8,6,4} 1 BOD
TraZeni parovi brojeva su (48, 3), (18,4), (12, 5), (8,7), (6,10), (4, 25). 2 BODA

............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ako su u odgovoru navedeni svi uredeni parovi ucenik dobiva 2 BODA, ako su navedena
tri, Cetiri ili pet uredenih parova dobiva 1 BOD, a ako je navedeno manje od tri uredena para dobiva
0 BODOVA.

Drugo rjesenje.

ab+5a+6b+30—-3ab=0 1BOD
—2ab+5a+6b+30=0

2ab—5a—-—6b—-30=0

2ab—5a—6b+15—-15-30=0 1 BOD
a(2b —5) —3(2b—5) =45

(a—3)(2b—5) =45 1BOD
Broj 45 se moze rastaviti na:

1-45,3-15,5-9,9-5,15-3,45-1 2 BODA
Iza—3=1i2b—5=45,dobijesea =41ib = 25. 1BOD

Analogno se ra¢unaju i ostali slucajevi:

Iza—3=3i2b—5=15,dobijesea=6ib = 10.
Iza—3=5i2b—5=9,dobijesea=8ib=7.
Iza—3=9i2b—5=5,dobijesea=12ib=>5.

Iza—3=15i2b —5 = 3,dobijesea =18ib = 4.
Iza—3=45i2b—5=1,dobijesea=48ib = 3. 2 BODA
TraZeni parovi brojeva su (48, 3), (18,4), (12, 5), (8,7), (6,10), (4, 25). 2 BODA
............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ako su u odgovoru navedeni svi uredeni parovi ucenik dobiva 2 BODA, ako su navedena

tri, Cetiri ili pet uredenih parova dobiva 1 BOD, a ako je navedeno manje od tri uredena para dobiva
0 BODOVA.
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5. Niz znamenaka sastoji se od, redom napisana, prva 222 prirodna broja. U tom nizu precrtamo
znamenke Kkoje se nalaze na neparnim mjestima. Nakon toga ponovno precrtamo znamenke koje se
nalaze na (novim) neparnim mjestima. Taj postupak ponavljamo sve dok ne ostane samo jedna
znamenka. Koja ¢e to znamenka biti?

RjeSenje.

U nizu se nalazi 9 - 1+ 90 - 2 + 123 - 3 = 558 znamenaka. 1BOD
Nakon prvog precrtavanja ostat ¢e znamenke na drugom, éetvrtom, Sestom,..., tj. na parnim mjestima.
Nakon drugog precrtavanja ostat ¢e znamenke koje su na pocetku bile na Eetvrtom, osmom,
dvanaestom,... mjestu. Ostat ¢e one &iji je po&etni redni broj mjesta djeljiv s 4 = 22,

Nakon treCeg precrtavanja ostat ¢e znamenke ¢iji je po¢etni redni broj mjesta djeljiv s 8 = 23,

Nakon &etvrtog precrtavanja ostat ¢ée znamenke ¢iji je poCetni redni broj mjesta djeljiv sa 16 = 24,
Moze se zakljuciti da nakon svakog k-tog precrtavanja, ostaju znamenke €iji je pocetni redni broj djeljiv
s 2k, 3 BODA
Da bi odredili na kojem se mjestu nalazi znamenka koja ¢e ostati posljednja, potrebno je odrediti najveci
mogudi prirodni broj k, za koji vrijedi 2% < 558.

To se dogada za k = 9, pri ¢emu je 2% = 512,

Na kraju ¢e ostati znamenka koja se u nizu nalazi na 512. mjestu. 3 BODA
Prvih 9 znamenaka su znamenke od 1 do 9.

Zatim dolazi 180 znamenaka koje ¢ine sve dvoznamenkaste brojeve.

Do 512. znamenke preostaje jos 512 — 189 = 323 znamenke koje Cine troznamenkaste brojeve, pocevsi
od broja 100.

Budu¢i da je 323 = 107 - 3 + 2, trazena znamenka je druga znamenka u 108. troznamenkastom broju.
To je broj 207, a trazena znamenka je znamenka 0. 3 BODA

............................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA
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8. razred — rjesenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Akojex+y=1ix?+y?=2 kolikoje x* + y*?

Prvo rjeSenje.
Kako je x? + y? = 2, mozemo tu jednakost napisati u obliku

(X +y)*—2xy =2, 2 BODA
a iz te jednakosti uvrStavanjem x +y = 1 dobijemo xy = —% . 2 BODA
Dalje je x* + y* = (x2 + y?)2 — 2x?y? = 1BOD
= (x* +y?)? - 2(xy)* = 1 BOD
2
=222-(—1j= 1 BOD
2
=4 p.1c 1 BOD
4
—4_1_ 1BOD
2
1 7
=3= (=35=—-). 1 BOD
2 ( 2 )

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjeSenje.

Zadatak se moze rijesiti pomocu kvadratne jednadzbe.

lzx+y=1slijediy=1—x.
Tadajex?+y2=x?+(1—-x)?=x>+1-2x+x?2=2x2-2x+1. 1 BOD
Iz x? + y? = 2 slijedi

2x?> = 2x+1=2,

odnosno

2x2—2x—1=0. 1 BOD

Upotpunimo lijevu stranu jednadzbe na potpun kvadrat i tako nadimo rjesenja jednadzbe.

22 —x+ 5y —2=0
(x X 4) 5=

( )
2 2
( )
2 4‘
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1 V3
=4 —
x+2 5
1++V3
x1'2: 2 .
Zaxlzlzﬁje

14v3 2-1-v3 1-43

ylz]_—xl:l— = = X

2 2 2
azax2=%§je

1-v3 2-1+V3 1+V3

yz=l-x=1-—3 2 2

Kako su rjesenja simetricna, za oba slucaja vrijedi

o= (550 (59 (5 +(59) -

4 4 4 4

:<1+2\/§+3>2+<1—2\/§+3>2:<4+2\/§>2+<4—2\/§>2

_16+16\/§+12+16—16\/§+12
a 16 16

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

1BOD

2 BODA

............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Iako kvadratna jednadzba nije u kurikulumu osnovne $kole, ako ucenik rijesi zadatak

koriste¢i formulu za rjeSenja kvadratne jednadzbe ax? + bx + ¢ = 0:

—b +Vb?% — 4ac
X127 2a ’

rjeSenje mu se mora priznati.
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2. Mreza je konstruirana od niza paralelnih pravaca tako da je udaljenost bilo koja dva najbliza
sjecista uvijek jednaka 1 m. Izracunaj opseg i povr§inu cetverokuta ABCD.

<K

RjeSenje.

R

Budu¢i da se mreza sastoji od jednakostrani¢nih trokuta duljine stranice 1 m, visina jednog trokuta je

V=—m
2

Uocavamo da je:

|AB|=8.§=4\/§ m,

|AD|:4-§:2\/§ m

1BOD

1BOD

1BOD

Duljinu duzine BC nalazimo pomocu Pitagorinog poucka:

2
IBC| =3.5? +(¥J

L4027
4 4
_16 19

4

|BC|=+19 m.

1BOD

Duljinu duzine CD nalazimo takoder pomocu Pitagorinog poucka:

2
|CD|2 =0.5" + [ﬁJ
2
27
+

1

"4 4
:§:7
4

|CD|=+7 m.
Opseg Cetverokuta je O = 6\/§ +«/1_9+\ﬁ m.

1BOD
1 BOD
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Da bismo izracunali povrsinu, podijelimo ¢etverokut na dva trokuta: AABD i ABCD (prvi na¢in).
Povrsina trokuta AABD je

p o33
2
paje P =613 m’. 1 BOD
f
Duljina visine trokuta ABCD na stranicu BD je2.— =3m. 1BOD

Povrsina trokuta ABCD je

6-4/3

Ta

paje P, =33 m?. 1 BOD
Povrsina éetverokuta ABCD je P =93 m?. 1 BOD
.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

P, =

Napomena: PovrS§inu mozemo izraCunati i na sljedece nacine.

Drugi na¢in. Ukoliko se nacrtaju okomice iz to¢aka D i C na stranicu AB, onda se detverokut dijeli na
dva pravokutna trokuta i trapez.
3

3.2. 32
Povrsina manjeg pravokutnog trokuta je P, = Tz paje P, = g\@ m?. 1 BOD
3.5.3.73 1373 21
Povrsina veceg pravokutnog trokuta je P, = > 2 _2 > 2 =E\/§ m?. 1 BOD
(3_,_3.5).3.@ E@ 39
Povrsina trapeza je P, = . 2 _2 22 ZE\E m?. 1 BOD
Povrsina ¢etverokuta ABCD je P=P, +P, +P, = 93 m?, 1BOD

Treéi nacin. Promotrimo sliku.
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Povrsina ¢etverokuta ABCD jednaka je zbroju povrsina:
e 24 jednakostrani¢na trokuta (obojena plavom bojom) koje tvori mreza,
e 12 sukladnih pravokutnih trokuta (obojenih Zutom bojom),
¢ trokuta (obojenog zelenom bojom) sukladnog trokutu ADCH
e i mnogokuta (obojenog crvenom bojom) sukladnog mnogokutu CBEFG. 1 BOD

V3 _ ? m2, 1 BOD

Povrsina jednog 'zutog' pravokutnog trokuta je jednaka polovini povrsine 'plavog' jednakostrani¢nog
trokuta, pa 12 'zutih' trokuta ima povrsinu kao 6 'plavih'.

'Zeleni' trokut (kao i trokut ADCH) ima povr$inu kao 2 'plava' trokuta.

‘Crveni' mnogokut (kao i mnogokut CBEFG) ima povrsinu kao 4 'plava’ trokuta. 1 BOD

Povrsina 'plavog' jednakostrani¢nog trokuta je P; =

Stoga Cetverokut ABCD ima povrSinu kao 24 + 6 + 2 + 4 = 36 jednakostrani¢nih 'plavih’ trokuta,
odnosno

3
P=36-\/T—=9\/§m2.

1BOD

3. Koliko ima deveteroznamenkastih brojeva zapisanih pomocu devet razli¢itih znamenaka
1, 2, 3,4,5 6,7, 8 9 takvih da je svaki troznamenkasti broj koji formiraju tri uzastopne
znamenke tog broja djeljiv s 3?

Prvo rjesenje.

Znamenke 1, 4 i 7 daju ostatak 1 pri dijeljenju s 3.

Znamenke 2, 5 i 8 daju ostatak 2 pri dijeljenju s 3.

Znamenke 3, 6 i 9 daju ostatak O pri dijeljenju s 3. 1BOD

Troznamenkast broj je djeljiv s 3 ako i samo ako njegove znamenke
e sve daju isti ostatak pri dijeljenju s 3 ili
e sve daju razliCite ostatke pri dijeljenju s 3.

Ako bi za traZeni deveteroznamenkasti broj vrijedilo da mu npr. prve tri znamenke daju isti ostatak pri
dijeljenju s 3, onda bi i Cetvrta znamenka morala dati isti ostatak pri dijeljenju s 3, §to nije moguce.

Zato ostaci koje znamenke trazenog broja daju pri dijeljenju s 3 formiraju niz:
abcabcabec,

pri ¢emu su a, b i ¢ razli¢iti elementi skupa {0,1,2}. 2 BODA
Od ostataka 0, 1 1 2 moze se formirati niz abc na 3 -2 -1 = 6 nacina. 1 BOD
Znamenke koje daju ostatak a se mogu ispremjestati na 6 nacina. 1BOD
Znamenke koje daju ostatak b se mogu ispremjestati na 6 nacina. 1BOD
Znamenke koje daju ostatak ¢ se mogu ispremjestati na 6 naéina. 1 BOD
Dakle, brojeva koji zadovoljavaju uvjete zadatkaima 6-6-6- 6 = 6* = 1296. 3 BODA

.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ukoliko u¢enik primjerice ne ura¢unava broj nacina na koji se moze ispermutirati niz 012
te dobije rezultat 6-6-6 = 63 ili primjerice ima rezultat 3-3-3-3 = 3* (ili napravi neku sli¢nu
pogresku, ali zna da dobivene brojeve treba pomnoziti), treba dobiti 2 od zadnja 3 BODA.
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Drugo rjeSenje.
Prva 3 BODA kao u prvom rjesenju!

Prvu znamenku s lijeva mozemo birati na 9 nacina, drugu na 6 nacina (jer znamenku biramo medu

onih Sest koje ne daju isti ostatak kao i prva znamenka), 1 BOD
tre¢u na 3 nacina (jer znamenku biramo medu one tri koje ne daju isti ostatak kao i prva znamenka i
druga znamenka), 1 BOD
Cetvrtu, petu i Sestu na 2 nacina svaku (jer ih biramo izmedu preostale dvije znamenke poznatog

ostatka pri dijeljenju s 3, 1BOD
a onda su sedma, osma i deveta znamenka odredene jednoznacno. 1 BOD
Zato brojeva koji zadovoljavaju uvjete zadatkaima 9-6-3-2-2-2 = 1296. 3 BODA

.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ukoliko u¢enik primjerice dobro racuna broj nacina na koji se mogu odabrati prva, druga
i tre¢a znamenka, ali primjerice pogresno racuna broj nacina na koji se mogu odabrati Cetvrta, peta i
Sesta znamenka (ili napravi neku sli¢nu pogresku, ali zna da dobivene brojeve pomnoziti), treba dobiti
2 od zadnja 3 BODA.

4. Visina na osnovicu jednakokraénog trokuta ima duljinu v 2 ++/2. Ako je mjera kuta nasuprot
osnovici jednaka 45°, kolika je duljina visine na krak tog trokuta?

RjeSenje.
Neka je AB osnovica jednakokra¢nog trokuta AABC i |£ACB| = 45°.
Skica:

C

A D B

Oznacimo s D noziste visine iz vrha C. Tada je v = |CD| = V2 + /2.

Neka je E noziste visine iz vrha A na stranicu BC.

Trokut AAEC je pravokutan, a kako je |£ACB| = 45°, slijedi |[£ZEAC| = 180° — (90° + 45°) = 45°.
1 BOD

Dakle, trokut AAEC je jednakokracan, pa je |AE| = |EC| = x.

Dalje, prema Pitagorinom poucku je [AC| = Va2 + x2 = v2x2 = x+/2. 1BOD
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Neka je |BE| = y.
Kako je AABC jednakokragan, slijedi x +y = x+/2.
Odavde jey = xv2 —x = x(vV2 - 1). 1 BOD
Trokut AABE je takoder pravokutan i vrijedi |AB|? = x2 + y? (Pitagorin poucak). 1BOD
S druge strane je
x2+y?=x?+x2(V2 - 1)2

=x2+x2(2—-2v2+1)

=x2+x2(3-2V2)

=x%(1+3 —2v2)

= x2(4 —2v2), 1BOD
pajelAB| = /x2+y2= [x2(4—2V2) = xV4—2V2 =xV2 -2 - V2. 1 BOD

Povrsina trokuta AABC je
P—1|AB| —1|BC|

=3 V=3 X.
Odavde slijedi

|AB|-v = |BC| - x 1BOD
x\/z-\/z—\/f-\/2+\/§=x 2:x/:xV2 1BOD
V2-vV2-V2+V2Z=x 1 BOD
r=2-V2)- (2+v2)

xX=+v4-2

Duljina visine na krak je x = v/2. 1 BOD

.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1: Nakon $to izra¢una |AB|, u¢enik moze x dobiti primjenom Pitagorinog poucka.
U pravokutnom trokutu AADC vrijedi

2
AB
|AC|? = v? + <u> ,

2
1 BOD
odnosno
2 2
2 x\/f-\/Z—\/f
(xv2) =( 2+x/§> +(f>
1BOD
Dalje je:
2x%(2 —+/2
2x2=2+\/i+#
1BOD
2
2
2x2=2+\/§+x2—x2\/_
2
2
x2=2+\/§—x2\/_/-2

2x2 = 4+ 2v2 — x%V2
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2x2 +x2=4+2V2

x%(2 +V2) = 2(2 +V2)

x2=2

x =2, 1 BOD

Napomena 2: Nakon §to izracuna |AB|, uenik moze x dobiti primjenom sli¢nosti trokuta.
Trokuti AADC i AABE su sliéni prema K-K poucku o sli¢nosti (jer je |£CDA| = |£AEB| = 90° i

|2DAC| = |£EBA| = 90° — 22.5° = 67.5°). 1 BOD
Tada je

|AB|

T VEYRN
odnosno

o2 ooz faavz o (V2o 1)

1 BOD
Slijedi:
x-g-\/z—\/z=\/2+\/§'(\/§—l) /- J2—2
1BOD
2 2-v2) = e+ VD2 -vD)- (v2-1)
22D —va=Z (V2 1)
2. (2-v2) =z (V2-1)
x-\/;-(z—\/i)=2—\/§
x-\/—2=1
2
x =2 1BOD

5. Dokazi da ne postoje neparni prirodni brojevi a i b ¢iji SU umnozak i zbroj kvadrati nekih dvaju
prirodnih brojeva.

Prvo rjesenje.
Pretpostavimo da postoje neparni prirodni brojevi a i b takvi da je a+b=m? i a-b =n?, za

prirodne brojeve m i n. 1BOD
Kako su a i b neparni, onda je a + b paran broj.
Kako su a i b neparni brojevi, onda je a - b neparan broj. 1 BOD

Zbrojimo umnozak i zbroj brojeva a i b:
a+b+ab=m?+n% 1BOD

Kako su a i b neparni, oni su oblikaa = 2x + 1ib = 2y + 1, pri ¢emu su x i y prirodni brojevi ili 0.

Kako je a + b paran, on je oblika m = 2t, gdje je t prirodan broj, a a - b neparan, on je oblika
n = 2s + 1, gdje je s prirodan broj ili 0 pa imamo
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2x+1+2y+1+Qx+1)QRy+1) =(2t)% + (2s + 1) 2 BODA
2x+2y+2+4xy+2x+2y+1=4t2+4s? +4s+1 2 BODA
4x + 4y +4xy +3 =4t +4s? +4s + 1

4x +4y +4xy +2 = 4t* + 452 +4s /: 2

2x + 2y + 2xy + 1 = 2t? + 2s% + 2s

2+ y+xy)+1=2(t% +s% +5) 2 BODA

Budu¢i da smo dobili da je neki neparan broj jednak nekom parnom broju, zaklju¢ujemo da je to

nemoguce. 1 BOD
.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Drugo rjeSenje.
Pretpostavimo da postoje neparni prirodni brojevi a i btakvi da je a+b=m? i a-b =n?, za

prirodne brojeve m i n. 1BOD
Kako su a i b neparni, onda je a + b paran pa m? mora biti djeljiv s 4, jer je paran broj oblika
(2j)? = 4j2, pri ¢emu je j prirodan broj. 2 BODA
Da bi m? bio djeljiv s 4, jedan od brojeva a i b mora biti oblika 4k — 1, a drugi oblika 41 — 3, pri
¢emu su k i [ prirodni brojevi, jer su a i b neparni. 2 BODA
No,tadajeia-b = (4k — 1) - (41 — 3), 1 BOD
§to je broj koji daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4 1 BOD

te ne moze biti kvadrat prirodnog broja jer kvadrat neparnog prirodnog broja uvijek daje ostatak 1 pri
dijeljenju s 4:

QRi—1)2=4i2-4i+1=4-(*>-0)+1. 2 BODA

Time smo dosli do kontradikcije i dokazali smo tvrdnju. 1BOD
.............................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA



