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Uvod

O ulozi mentora i ofekivanjima na natjecanjima

Svaki natjecatelj pristupa natjecanjima kroz prizmu svojih rezultata i prirodno je njegov cilj biti
bolji od drugih. No, jedino uéenik koji voli matematiku i koji je intrinzicno motiviran moze
godinama ustrajati u pripremi za natjecanje i ostvarivati dobre rezultate. S druge strane,
mentor zna da glavni cilj sudjelovanja na natjecanju nije rezultat i svoju ulogu pronalazi u
pruzanju podrske uceniku za uspjesno nosenje sa stresom te kontinuirani razvoj interesa za
matematiku.

Prema nacinu na koji se nose sa stresom, ué¢enike mozemo podijeliti u dva tipa. Neki uenici
su izrazito kompetitivni i na natjecanjima ostvaruju svoj maksimum. Oni se natjecu kako bi
pobijedili druge natjecatelje i adrenalin ih potice da rijeSe viSe zadataka nego kod kuce. Drugi
tip uéenika su oni koje stres blokira i koji nerijetko na natjecanjima imaju loSije rezultate od
ocekivanih. Takvi ucenici prije natjecanja loSe spavaju ili osje¢aju mucninu, a za vrijeme
natjecanja rade pogreske koje im inace nisu svojstvene. To su najce$ée ucenici koji vole
matematiku, ali ne vole natjecanja. Oni se natjeCu zbog nedostatka drugih poticajnih i
izazovnih aktivnosti u sustavu obrazovanja kroz koje bi razvijali svoje interese.

Mentor ne treba odlucivati umjesto ucenika je li u¢enik spreman za natjecanje, ali mu treba
pomoci u samoprocjeni i pruziti informacije sto ga ocekuje. U tome je vazno potaknuti
ucenika da rijesi zadatke zadane proteklih godina na istoj razini natjecanja za koju se ucenik
priprema, te nakon natjecanja pomoc¢i uceniku da na pozitivan nacin sagleda ishod.

Mentor ima najveéi utjecaj u poticanju pozitivnih stavova prema matematici i u€enju, te
svojim entuzijazmom moZe stvoriti ozracje koje omogucava ukljucivanje u dodatnu nastavu
veéem broju ucenika. Natjecateljima je sudjelovanje na natjecanjima iznimno vazno, te mnogi
ucenici osim vremena i truda ulazu i mnogo emocija. Istovremeno, sam sustav daje vrlo Sturu
povratnu informaciju (uglavnom iskljucivo u obliku bodovnog rezultata i pozicije na odredenoj
razini natjecanja), pa je za emocionalni razvoj natjecatelja izrazito vazna dodatna podrska koju
mozZe pruziti mentor. Natjecatelji mogu biti nezadovoljni svojim rezultatom zbog raznih
razloga. Neki ucenici marljivo rjeSavaju zadatke i pripremaju se za natjecanja tijekom Citave
godine, a na samom natjecanju ipak ne postignu Zeljeni rezultat. Mogudi razlozi za to su
neadekvatna priprema ili nerealisticna ocekivanja. Uz pomo¢ u noSenju s vlastitim
ocekivanjima, mentor uceniku moZze pomodéi da se nosi s vanjskim pritiscima (roditelja,
vrSnjaka), moZe ga i mora zastiti od vrSnjackog ruganja, te mozZe poticati suradnistvo i
medusobno uvaZzavanje svih ucenika. Mentor moZe i treba pomodi uceniku razgovorom o
svim tim psiholoskim aspektima natjecanja.

Nastavniku ¢e uloga mentora biti puno laksa ako je iskren prema sebi, a onda i prema svojim
ucenicima. Prije svega, tu podrazumijevamo iskrenost u pogledu vlastitog znanja i vjestina,
Sto se prirodno vezuje uz pitanje autoriteta. Stvaran autoritet ne proizlazi iz medusobnog
odnosa (nadredeni-podredeni), ve¢ ga ucenik prepoznaje u mentoru koji mu moze pomodi
svojim znanjem i iskustvom. Jedino ako je tako uspostavljen, autoritet omoguéava partnerski
odnos ucenika i mentora.



U radu s talentiranom djecom vrlo je vazno pristupiti s poStovanjem, te prihvacati i poticati
¢injenicu da ucenici trebaju jednog dana postati uspjesniji od svojih mentora. No, mentor
moze pruziti ucenicima potrebnu pomoc i svojim savjetima odigrati presudnu ulogu u
njihovom razvoju. Cak i najbolji natjecatelji trebaju podriku u vidu zapisivanja rjesenja,
odabira materijala i pristupa ucenju, a dobar mentor zna kako na balansiran nacin prepustiti
odgovornost i autonomiju za u¢enje svom uceniku.

Regionalne razlike unutar Hrvatske

U raspravi nakon Skolskog natjecanja 2021. godine uocili smo dvije vrste komentara. Neki
mentori su tvrdili da su zadaci primjereni, da postoje ucenici koji zadatke mogu rijesiti i koji
su s njima zadovoljni. S druge strane, bilo je mnogo komentara da su zadaci ucenicima preteski
i da natjecanja demotiviraju uéenike koji se odlu¢e na natjecanja zbog svog odlicnog uspjeha
na redovnoj nastavi matematike. Je li moguce da obje strane zapravo govore o stvarnim
perspektivama, samo u ,,paralelnim svemirima“?

Ukupno Svi razredi OS
Zupanija uenika  Skolsko Zup. Zup./ Skolsko/  Zup./
u 0sS Skolsko  Ukupno Ukupno
Zagrebacka 25200 780 127 16,28 3,10 0,50
Krapinsko-zagorska 9400 248 44 17,74 2,64 0,47
Sisacko-moslavacka 10500 189 63 33,33 1,80 0,60
Karlovacka 8300 312 75 24,04 3,76 0,90
Varazdinska 13100 570 129 22,63 4,35 0,98
Koprivni¢ko-krizevacka 8400 277 40 14,44 3,30 0,48
Bjelovarsko-bilogorska 8400 379 50 13,19 4,51 0,60
Primorsko-goranska 19100 788 106 13,45 4,13 0,55
Licko-senjska 3000 32 11 34,38 1,07 0,37
Viroviticko-podravska 5800 257 53 20,62 4,43 0,91
PoZesko-slavonska 5300 237 62 26,16 4,47 1,17
Brodsko-posavska 10900 288 70 24,31 2,64 0,64
Zadarska 13500 538 94 17,47 3,99 0,70
Osjecko-baranjska 20200 807 116 14,37 4,00 0,57
Sibensko-kninska 7100 226 29 12,83 3,18 0,41
Vukovarsko-srijemska 11800 489 81 16,56 4,14 0,69
Splitsko-dalmatinska 3600 1803 236 13,09 5,01 0,66
Istarska 15400 621 92 14,81 4,03 0,60
Dubrovacko-neretvanska 9800 320 43 13,44 3,27 0,44
Medimurska 9400 332 101 30,42 3,53 1,07
Grad Zagreb 63900 2863 245 8,56 4,48 0,38

RH 314500 12356 1867 15,11 3,93 0,59



Kako bismo odgovorili na to pitanje promotrimo rezultate po Zupanijama. U tablici su
prikazani po Zupanijama:

e broj ucenika koji ukupno pohada osnovnu skolu,

e brojevi sudionika na Skolskom i Zupanijskom u svim razredima,

e udio ucenika sa Skolske razine pozvano na Zupanijsku,

e broj ucenika na Skolskom na sto uéenika u Zupaniji,

e broj ucenika na Zupanijskom na sto ucenika u Zupaniji.

Uocimo prije svega da brojevi uéenika, kako na Skolsko tako i na Zupanijskoj razini, variraju od
Zupanije do Zupanije. No, jo$ vaznije varira i interes u¢enika za natjecanja (broj sudionika na
Skolskom natjecanju po ukupnom broju ucenika). To objasSnjava zasto neki mentori imaju
osjecaj da trebaju na sve moguce nacine motivirati u¢enike za natjecanja.

Sljedeci zanimljiv podatak su kvote koje Zupanije propisuju za sudjelovanje na Zupanijskom
natjecanju (broj sudionika na Zupanijskom natjecanju u odnosu na broj sudionika na skolskom,
odnosnom ukupnom broju ucenika). Mozemo vidjeti da su te kvote male u nekim Zupanijama
(Krapinsko-zagorskoj, Koprivni¢ko-krizevackoj, Sibensko-kninskoj, Medimurskoj, Gradu
Zagrebu) unatoc interesu ucenika za Skolsku razinu natjecanja, dok u Li¢ko-senjskoj imamo
male kvote uz mali interes.

Podaci za 7. razred: ukupan broj natjecatelja koji je pristupio skolskom natjecanju, bodovni
prag za zupanijsko natjecanje i broj pozvanih natjecatelja na Zupanijsko natjecanje.

Zupanija Skolsko Prag Zupanijsko
Zagrebacka 117 22 25
Krapinsko-zagorska 37 22 8
Sisacko-moslavacka 33 14 15
Karlovacka 47 20 16
Varazdinska 53 19 20
Koprivnicko-krizevacka 41 21 10
Bjelovarsko-bilogorska 41 14 10
Primorsko-goranska 80 20 22
Licko-senjska 5 23 1
Viroviti¢cko-podravska 28 19 12
PoZesko-slavonska 32 14 13
Brodsko-posavska 61 14 15
Zadarska 75 21 18
Osjecko-baranjska 119 22 24
Sibensko-kninska 30 22 4
Vukovarsko-srijemska 58 15 16
Splitsko-dalmatinska 229 20 48
Istarska 89 16 17
Dubrovacko-neretvanska 28 19 9
Medimurska 50 15 25
Grad Zagreb 430 33 51

RH 1683 - 379



Promotrimo li pragove u 7. razredu vidimo takoder vrlo veliku raznolikost po Zupanijama, pri
¢emu posebno odudara posebno visok prag u Gradu Zagrebu. Upravo taj podatak mozemo
uociti kao jedan od glavnih razloga za razli¢ite komentare mentora o tezini zadataka. RjeSenje
tog problema lezi u strukturi ispita na Skolskom natjecanju na kojem se zadaje pet laksih
zadataka za 6 bodova i dva zadatka za 10 bodova. Veliki broj komentara u raspravi nakon
Skolskog natjecanja se odnosio na olakSavanje laksih zadataka, te provodenju selekcije na
tezim zadacima. To je zaista Zeljena strategija i Drzavnog povjerenstva, ali predstavlja veliki
izazov sastaviti ispit u kojem ¢e velika vecéina ucenika ostvariti barem 10 bodova, a samo
pozvani na Zzupanijsko vise od 30 bodova (u Gradu Zagrebu onda i vise od 40 bodova uz istu
kvotu). No, svakako je to vazno nastojati i nadamo se da éemo u tome svi zajedno biti uspjesni.

Tezina zadataka i bodovni pragovi na razli¢itim razinama natjecanja

Sudjelovanje na drzavnom natjecanju velika je ¢ast i izazov za svakog natjecatelja. Zato ucenici
cesto komentiraju da je Zupanijsko natjecanje razina na kojoj vecina osjec¢a najveci pritisak.
Na Zupanijskoj se razini po kategoriji odabire 20 od 350 (ili viSe) u¢enika koji ¢e biti pozvani na
drzavno natjecanje. Relativno mala prolaznost Cini Zupanijsko natjecanje ispitom visokog
rizika.

Glavna mjera koja osigurava pravedan odabir pozvanih ucenika je dovoljno nizak bodovni
prag. Visok bodovni prag bi doveo do situacija u kojima velik broj u¢enika ima isti ili priblizni
broj bodova, a razlike se temelje na malim, nerijetko racunskim, pogreSskama. Kroz godine se
pokazuje da je idealni bodovni prag izmedu 30i 35 od 50 bodova. Zbog toga moramo ocekivati
da ¢ée visSe od 330 ucenika po kategoriji ostvariti izmedu 0i 30 bodova.

U ovome se ocituje nepomirljivost popularizacijskog karaktera natjecanja i stremljenja ka
pravednom odabiru najboljih natjecatelja. Sve veca pripremljenost nasih najboljih natjecatelja
diktiraju standard najviSih razina natjecanja, a stroga selekcija doprinosi percepciji velikih
razlika u rezultatima ucenika na nizZim razinama. Za neke ucenike ta Cdinjenica je
razoCaravajuéa. No, bitno je naglasiti da spustanje kriterija ni na kojem ispitu ne donosi
dugorocni napredak niti zadovoljstvo pojedinaca. U nastojanjima da pruzimo emocionalnu
podrsku u¢enicima moramo naglasiti vaznost rada i ustrajati na stavu da vecu vrijednost imaju
ostvarenja koja postizemo uz viSe truda i uz osobni razvoj.

U situaciji u kojoj nije moguce financijski osigurati veci broj razina, pozZeljno je da Skole
samostalno organiziraju predrazine natjecanja lokalnog karaktera na kojima bi zainteresirani
ucenici mogli ostvariti motivirajuée rezultate, usporediti se s ucenicima iz drugih razreda ili
Skola, te samostalno procijeniti svoje sposobnosti. Takoder, svakako bismo preporucili da
bodovni pragovi za plasman sa Skolske na Zupanijsku razinu ne bude previsok, tj. da broj
ucenika koje Zupanije pozivaju na Zupanijsko natjecanje ne bude premali. Ukljucivanje Sto
veceg broja ucenika i poticanje izvrsnosti dva su osnovna nacela koja u buduénosti treba i
dalje nastojati provoditi na nacin da se medusobno ne iskljuuju. Pritom najvaznija uloga
mentora je da pomognu ucenicima kako da se u tim situacijama uspjeSno nose s potencijalnim
razlikama u ocekivanjima i rezultatima u odnosu na druge ucenike.



Ovdje je jos posebno bitno naglasiti da usporedbe natjecanja iz matematike i drugih predmeta
nemaju smisla jer u matematici ne ispitujemo cinjenice u obliku kratkih odgovora vec
kreativno rjeSavanje problema. MoZda ¢e neke ucenike motivirati lakSe postizanje uspjeha iz
nekog drugog predmeta, ali s druge strane velik broj u¢enika prepoznaje vaznost STEM-a u
svom obrazovanju i trebamo ustrajati u tome da je STEM vaZan upravo zato Sto potice logicko
rasudivanje i rjeSavanje problema, te je temelj za razvoj drustva jer upravo kroz znanost
rieSavamo teske izazove s kojima se kao drustvo nosimo.

Osim povecanja broja razina, kao mjere za poboljSanje sustava natjecanja vidimo povecanjem
sinergijskog djelovanja svih sudionika natjecanja $to je mogudée ostvariti kroz povecanje
komunikacije izmedu drZavnog povjerenstva i mentora, organizaciju skupova na kojima se
olakSava razmjena iskustava mentora, te pruzanju podrSske mentorima kroz radionice i
dodatne materijale.

Olimpijade za osnovce

U proteklih nekoliko godina ponajbolji hrvatski osnovci su dobili nekoliko novih izazovnijih
natjecanja na kojima mogu sudjelovati.

0Od 2017. najuspjesniji ucenici na drzavnom natjecanju za 7. i 8. razred se pozivaju na Hrvatsku
juniorsku matematic¢ku olimpijadu (HIMO). To natjecanja od 2018. sluZi kao izbor za ekipu
Republike Hrvatske za Juniorsku balkansku matematicku olimpijadu (JBMO).

Jo$ mladi ucenici, od 4. do 6. razreda osnovne $kole u pravilu ne sudjeluju na medunarodnim
matematickim natjecanjima, ali od 2020. godine za njih postoji Hrvatska matematicka
olimpijada za kadete (HMOK).

Juniorska balkanska matematicka olimpijada

JBMO je prestizno i izrazito teSko natjecanje na kojem pravo sudjelovanja imaju ucenici do
15,5 godina starosti. Prvi put je odrZzana 1997. godine, a Republika Hrvatska sudjeluje od 2018.
godine u statusu gosta. U ekipi Republike Hrvatske sudjeluju samo ucenici osnovne Skole. Test
se sastoji od Cetiri zadatka, uglavnom iz Cetiri razli¢ita podrucja: algebra, kombinatorika,
geometrija i teorija brojeva. Prije svega, treba naglasiti da je razina znanja i matematickih
sposobnosti koja se od ucenika trazi na tom natjecanju izrazito visoka i daleko visa od drzavne
razine za 8. razred u Hrvatskoj. Ucenici moraju vjeSto koristiti kvadratnu jednadzbu,
nejednakosti medu sredinama, invarijante, prebrojavanje, tetivhe cCetverokute,
karakteristicne tocke trokuta, kongruencije i razne tipove diofantskih jednadzbi. Broj ¢lanova
hrvatske ekipe varira ovisno o rezultatima, nacinu sudjelovanja i izvorima financiranja. Nasi
ucenici su dva puta osvojili Cetiri medalje: 2021. dvije srebrne i dvije broncane, a 2018. tri
srebrne i jednu broncanu.



Hrvatska juniorska matematicka olimpijada
Pravila HIMO propisuju da se na to natjecanja poziva, ovisno o rezultatu na drZzavnom
natjecanju, od 3 do 5 ucenika sedmih razreda i od 5 do 8 uc¢enika osmih razreda. Natjecanje

traje 4 sata i test se sastoji od Cetiri zadatka iz Cetiri podrucja, kao na JBMO.

Gradivo koje se moze pojaviti na testu ukljucuje sljedeée teme.

Algebra potencije i algebarski izrazi, jednadzbe i sustavi, nejednakosti medu
sredinama

Kombinatorika | prebrojavanje, Dirichletov princip, bojanja, invarijante, konstrukcije
primjera

Geometrija klasicna geometrija trokuta (sukladnost i slicnost, karakteristi¢ne tocke),
Pitagorin poucak, kruznica (obodni i sredisnji kut)

Teorija brojeva | djeljivost, diofantske jednadzbe

Gradivo koje nece biti uklju¢eno: matematicka indukcija, kompleksni brojevi, polinomi,
funkcijske jednadzbe, stereometrija (geometrija prostora), analiticka geometrija (jednadzba
pravca), vektori, trigonometrija, mali Fermatov teorem, Eulerova funkcija itd.

Detaljnija prezentacija i arhiva sa zadacima iz prethodnih godina se nalazi na stranici:
https://natjecanja.math.hr/hjmo

Hrvatska matematicka olimpijada za kadete

HMOK se odrzava u dva kola, a na prvo kolo se poziva oko 50 ucenika iz svakog od 4., 5. i 6.
razreda. Prvo kolo se odrzava online putem posebnog sustava i ucenici rjeSavaju 10 zadataka
u 3 sata. Svaki zadatak nosi 1 bod i odgovor je troznamenkasti broj. Boduje se iskljucivo tocan
odgovor bez postupka, te se bodovanje odvija automatski i ucenici rezultate dobivaju putem
sustava po isteku vremena za rjeSavanje.

Na temelju rezultata prvog kola, u drugo kolo se poziva oko 30 ucenika iz svakog razreda. U
drugom kolu se test sastoji od 5 zadataka, a svaki nosi 10 bodova. Boduje se postupak kao na
Zupanijskom ili drzavhom natjecanju. Ucenici testove rjeSavaju u lokalnim ili regionalnim
centrima uz nadzor dezurnog nastavnika. Dezurni nastavnici skeniraju ucenicka rjeSenja i
skenove salju povjerenstvu za provedbu HMOK-a koje ih boduje.

Zadaci koji se postavljaju na HMOK-u za ucenike predstavljaju najveci izazov koji se pred njih
stavlja na nekom natjecanju u toj dobi. To su zadaci koji zahtijevaju visoku razinu logickog
zakljucivanja, a izbor zadataka pokriva sadrzaje iz djeljivosti i geometrije, te logicko-
kombinatornih zadataka i problemskih zadataka koji se mogu rijesiti jednadzbama.

Vise informacija i testovi s proslih natjecanja se mogu nadi na stranici:
https://natjecanja.math.hr/hmok/



https://natjecanja.math.hr/hjmo
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Vrednovanje na natjecanjima i princip ,Slijedi greSku®

Vrednovanje ucéenickih rjeSenja je vrlo izazovan posao zbog nekoliko razloga. Prije svega moze
biti vrlo kompleksno predvidjeti sve mogucée pristupe rjeSavanje i matematicku analizu kojom
se ti pristupi mogu usporediti kako bi se razliciti pristupi pravedno vrednovali. Glavni postupak
kreiranju bodovne sheme je stoga odredivanje kljucnih koraka bez kojih rjeSenje ne moze
funkcionirati. Nakon toga slijedi donoSenje niza odluka o detaljima bodovne sheme — koliko
bodova ¢e nositi pojedini tehnicki dijelovi, hoée li pogadanje to¢nog rezultata nositi bodove,
hoce li se bodovi oduzimati i koliko bodova za pojedinu vrstu pogreske (nerazmatranje
pojedinih slu¢ajeva, nedostatak provjere rjesenja) itd. Formulacija klju¢nih koraka moze se
smatrati alatom koji olakSava vrednovanje, posebno ako je jasno formulirana od strane
ispravljaca ili komunicirana od strane povjerenstva ispravlja¢ima. No, ¢ak i uz sheme u koje je
utroSeno mnogo vremena i truda, postoje situacije u kojima ispravlja¢i moraju donijeti odluke
koje nadilaze shemu. U tome im svakako moze i treba pomo¢ osoba koje su sheme sastavljale
i koje poznaju strukturu klju¢nih koraka.

Na natjecanjima iz matematike se posebno cijeni ucenicka kreativnost i nije rijetkost da
ucenici pronadu alternativne nacine rjesavanja koji nisu predvideni sluzbenim rjeSenjima.
Takoder, ucenici rade greSke u zaklju€ivanju i raéunanju i moZe biti izazovno vrednovati
radove u kojima se pojavljuju takve greske. Kao dodatna smjernica ili alat u vrednovanju
takvih situacija formuliran je princip ,,Slijedi gresku”. Ovo nacelo ima polaziste u ve¢ opisanoj
interpretaciji da se vrednuju klju¢ni koraci. Ti klju¢ni koraci se mogu opisati koristeéi procesne
ishode (primjena teorema, otkrivanje i zapisivanje pravilnosti, smisleno uvodenje novog
objekta ili promatrane veli¢ine itd.). Primjenom principa slijedi gresku ucenicko rjeSenje s
greSkom vrednuje se ovisno o razini greske, pri ¢emu se bodovi dodjeljuju i za dijelove rjesenja
koji slijede nakon greske ako u tim dijelovima ucenik pokazuje postizanje predvidenih ishoda.
Princip ,,Slijedi greSku” suprotstavljen je nacinu vrednovanja u kojem se nakon greske ne
mogu dodijeliti dodatni bodovi. NaglaSavamo da se princip jednako koristi na svim razinamal!

Primjena principa moZze biti vrlo suptilna jer je potrebno procijeniti u kojoj mjeri greska utjece
na daljnje zakljucivanje i strukturu rjesenja. Vrlo ¢esto racunske greske ne cCine rjesenje ni
jednostavnijim ni kompliciranijim, ve¢ utje¢u samo na medurezultate i konacni rezultat. lako
je u matematici vazno inzistirati na preciznosti, ovakve greske treba minimalno penalizirati.
Na primjer, oduzimamo samo 1 bod za pogresan konaéni rezultat, a dodjeljujemo bodove za
sve ostale dijelove rjesenja.

Konceptualne greske mogu bitno promijeniti sloZzenost rjeSenja. Na primjer, u geometriji
ponekad ucenici pogresno zakljuCuju da pretpostavke iz zadatka povlace neka dodatna
svojstva (recimo, da je trokut koji promatramo jednakokracan) te nakon toga dokazuju tvrdnju
zadatka samo u pojednostavljenom posebnom slucaju. Takva rjeSenja obi¢no nose vrlo mali
broj bodova. S druge strane, neke greske Cine problem gotovo nemogucim za rijesiti. TipiCan
primjer je postavljanje pogresne jednadzbe za koju nisu dostupne metode rjeSavanja u tom
trenutku. U takvim situacijama posebno je vazno poznavati ideju za vrednovanja zadatka kako
bi se moglo ucenicko rjeSenje usporediti s postignu¢ima ostalih ucenika.

Princip ,,Slijedi gresku“ ilustriramo kroz nekoliko primjera. U prvom primjeru analiziramo
pogreske ucenika u rjeSavanju zadatka sa Skolskog natjecanja 2015. za 5. razred.



Primjer 1. Izracunaj 149 -76 - (55-5-3) - (100-6 - 4) + 76 - 291.

Prvo prikazujemo sluzbene prijedloge bodovanja. Zadatak nosi ukupno 6 bodova.

Prvi nacin:

149 -76 - (55-5-3)- (100 -6 - 4) + 76 - 291
=149 76 - (55 - 15) - (100 - 24) + 76 - 291 1 BOD
=149-76-40-76+76- 291 1 BOD
=76 - (149 - 40 + 291) 1BOD
=76 - (109 + 291) 1 BOD
=76-400 1BOD
=30400 1BOD
Drugi nacin:
149-76-(55-5-3)-(100-6-4) + 76 - 291
=149 76 - (55 - 15) - (100 - 24) + 76 - 291 1 BOD
=149-76-40-76+76- 291 1 BOD
=11324-3040+22 116 2 BODA
=8284+22116 1 BOD
=30400 1BOD

Pazljivim promatranjem postupka moZzemo uociti klju¢ne korake koji se boduju. U oba nacina
rieSenje zapocinje racunanjem s malim brojevima, ali uz postivanje redoslijeda izvodenja
racunskih operacija i zagrada, te nosi 2 boda.

U prvom nacinu uocavanje i izlucivanje zajednickog faktora (distributivnost) je klju¢na ideja
koja pojednostavljuje racunanje, te nosi 3 boda. Zadnji bod se dodjeljuje za konacni rezultat
(mnoZenja broja 76 s 4). U drugom nacinu se racunske operacije provode redom, ali s veéim
brojevima. To¢no mnoZenje dvoznamenkastih i troznamenkastih brojeva nosi 2 boda, a
zbrajanje i oduzimanje viSeznamenkastih brojeva nosi jos 2 boda.

Promotrimo rjeSenja dva ucenika koja oba grijeSe u rac¢unanju umnoska 6 - 4 i kao rezultat
dobivaju 21.

Rjesenje ucenika A: Rjesenje ucenika B:
149-76 - (55-5-3)-(100-6-4) + 76 - 291 149 -76 - (55-5-3)-(100-6-4) + 76 - 291
=149-76-(55-15)-(100-21) +76- 291 =149 -76 - (55-15) - (100 - 24) + 76 - 29
=149-76-40-79+76-291 =149-76-40-76+76-291
=11324-3160+22116 =76-(149 -40+291)
=8164+22116 =76 - (109 + 291)
=30 280 =76-400

=30 100

Ukoliko se prijedlog bodovanja slijedi doslovno ucenik A ¢e u tom zadatku dobiti 1 bod (od 2
boda) za to¢no izraCunavanje plavo oznacenih rezultata, a u¢enik B dobiva 5 bodova (sve osim
posljednjeg boda sheme). Ucenici AiBimajuisturacunsku gresku 6 -4 =21. Nije bitno u kojem



dijelu rjeSenja su pogrijesili, stoga bi trebali imati i jednaki broj bodova. Primjereno je za
ovakvu racdunsku pogresku ukupno oduzeti 1 bod.

U situacijama u kojima ucenik napravi konceptualnu pogresku potrebno je procijeniti kolika
je znacajna ta pogreska i koliko bodova ucenik treba izgubiti zbog te greske.

Rjesenje ucenika C: Rjesenje ucenika D:
149-76-(55-5-3)-(100-6-4)+76- 291 149-76-(55-5-3)-(100-6-4)+76-291
=149 -76 - (50 - 3) - (100 - 24) + 76 - 291 =149-76 - (50 - 3) - (94 - 4) + 76 - 291
=149-76-150-76 +76- 291 =149-76-150-376+76-291
=11324-11400+ 22116 =11324-56400+ 22 116
=33440-11400 =33440-56 400

=22 040 =22 960

U ovim rjeSenjima ucenici rade konceptualnu pogresku jer ne postuju redoslijed izvodenja
racunskih operacija i dobivaju pogresan konacni rezultat. Kod uéenika C treba uzeti u obzir da
je pogreska napravljena samo jednom, a uc¢enik D tu gresku ponavlja. Stoga bi bilo primjereno
takvu pogresku kod ucenika C penalizirati s 2 boda, a kod ucenika D s 3 boda, ali vrednovati
ostale korake.

Dodatno, uo¢imo da ucenici svojom pogreskom dobivaju izraz 11 324 — 11 400 + 22 116,
odnosno 11 324 — 56 400 + 22 116, za koji postoji moguénost da ¢e ih zbuniti jer ucenici 5.
razreda ovakve brojevne izraze racunaju redom, a jos ne koriste negativne cijele brojeve.
Takva situacije je prilika za uo¢avanje pogreske, a ako ju ucenik ne uoci oduzimanje bodova je
dodatno opravdano.

Sljededi primjer je bio zadan na Zupanijskom natjecanju 2015. za 7. razred.

Primjer 2. Broj stranica jednog mnogokuta je za 40 % vedi od broja stranica drugog
mnogokuta. Zbroj veli¢ina svih unutarnjih kutova drugog mnogokuta je za 1080° manji od
zbroja veli¢ina svih unutarnjih kutova prvog mnogokuta. Koliko vrhova ima svaki od tih
mnogokuta?

Promotrimo i u ovom slucaju prvo sluzbeno rjeSenje. Zadatak nosi 10 bodova.

Ako drugi mnogokut ima x stranica, onda prviima x + 0.4 = 1.4 x stranica. 2 BODA
Bududi da je zbroj veli¢ina svih unutarnjih kutova drugog mnogokuta za 1080° manji od
zbroja veli¢ina svih unutarnjih kutova prvog mnogokuta, moZe se pisati

(1.4x-2)-180°=(x-2) - 180° + 1080° / :180° 3 BODA
14x—-2=x—-2+6 1BOD
0.4x=6 1 BOD
x=15 1BOD
14x=21 1 BOD
RijeC je o mnogokutima s 21i 15 vrhova. 1 BOD

Analizirajuéi prijedlog bodovanja, zaklju¢ujemo da je kljuéni dio rjeSenja modeliranje
linearnom jednadZbom sto nosi 5 od 10 bodova. RjeSavanje jednadzbe i pisanje odgovora
nose preostalih 5 bodova.



Ucenicko rjeSenje s pogresnom formulom. Koriste¢i pogreSnu formulu za zbroj veli¢ina
unutarnjih kutova mnogokuta ucenik zapisuje jednadzbu (1.4x — 3) - 180° = (x - 3) - 180° +
1080°, te nakon toga analognim raCunom dobiva ispravna rjesenja.

U ovom primjeru uéenik je napravio jednu pogresku (koju sustavno ponavlja). Ocito je da je
ishod Kontekstualni zadatak modelira linearnom jednadZbom ostvaren stoga bi ucenik bi za
ovakvo rjesenje trebao dobiti 9 bodova. Naime, ucenika ne treba dva puta kaznjavati za istu
pogresku i dovoljno je oduzeti 1 bod zbog pogresne formule obzirom da osnovna namjena
zadatka nije poznavanje formule za zbroj veli¢ina unutarnjih kutova mnogokuta vec
kontekstualni zadatak modelirati matematickim modelom.

Ucenicko rjeSenje s pogreSkom u prepisivanju. U drugom primjeru promatramo rjesenje u
kojem ucenik pogresno prepisao broj iz prvog u drugi red, pa napisao 1.4x -2 =x-4 + 6.
Nakon toga ucenik rjeSava jednadzbu ispravnim postupkom i zakljuéuje da je rijec¢ je o
mnogokutima s 10 i 14 vrhova.

U ovom primjeru je takoder ishod o modeliranju jednadZzbom ispunjen stoga bi ucenik bi za
ovakvo rjeSenje trebao dobiti 9 bodova bez obzira na pogresna rjeSenja. Bod se oduzima u
dijelu pogresnog prepisivanja, a dalje se boduje principom ,,Slijedi gresku”. Takoder, moguca
je interpretacija da ucenik ima moguénost provjeriti svoje rjeSenje uvrstavanjem u pocetnu
jednadzbu, ali nema razloga to Ciniti jer nema potrebu sumnjati u dobiveni rezultat.

Ucenicko rjeSenje s nemogucim rezultatom. U treCem primjeru imamo rjeSenje koje ima istu
vrstu greske, ali ta greska bitno mijenja smislenost rjesenja. U ovom rjeSenju uc¢enik u drugom
redu zapisuje 1.4x - 2 = x - 3 + 6, $to vodi do rjeSenja x = 12.5.

U ovom primjeru se princip ,Slijedi gresku“ ne bi smio primijeniti na isti nacin kao u
prethodnom slucaju jer dobivena rjeSenja ne odgovaraju kontekstu. Uéenik ne moze zakljuditi
da je rjeSenje mnogokut s 12.5 vrhova, te bi trebao ustanoviti pogresku u racunu. Moze se
promatrati da je ucenik ispravno modelirao jednadzbom i ispravno provodio racunske
operacije u rjesavanju jednadzbe, ali bodovi se ne bi trebali dodijeliti za dijelove u kojima
interpretacija rezultata nema smisla. Na takav nacin bismo ovo rjeSenje bodovali sa 6 bodova
jer se oduzima bod zbog greske u prepisivanju i zadnja tri boda sluzbenog rjesenja.

Na Skolskom natjecanju 2021. za 7. razred postavljen je sljedeci zadatak za 6 bodova.
Primjer 3. Koja je 2021. znamenka iza decimalne toc¢ke u decimalnom zapisu broja % ?

RjeSenje ovog zadatka se sastoji u dijeljenu broja 20 sa 21, $to nosi 2 boda, zapisu rezultata u
obliku periodi¢nog decimalnog broja 0.952380, $to nosi joé 1 bod, dijeljenja broja 2021 sa 6
(jer je to duljina perioda) s ostatkom, Sto nosi 1 bod, te zaklju¢ka da je 2021. znamenka
trazenog broja upravo 8, sto nosi jos 2 boda. Princip ,,Slijedi gresku“ ilustriramo na primjeru
ucenickog rjeSenja u kojem ucenik zbog greske u dijeljenju zaklju¢uje da decimalni zapis broja
% glasi 0.95238 i ima period duljine 5. Ako nakon te greske dijeli 2021 sa 5 i dobiva ostatak
1, te zakljuCuje da je trazena znamenka 9, treba dobiti ukupno 4 boda (sve osim pocetna 2
boda za dijeljenje).



U nastavku diskutiramo zadatak zadan na Zupanijskom natjecanju 2021. za 5. razred.

Primjer 4. Na duZini AB duljine 80 mm istaknute su redom to¢ke C, D i E tako da je totka C
najbliza to¢ki A. Udaljenost izmedu polovista duzina CD i DE iznosi 23 mm. Koliko su
centimetara udaljena polovita duzina AC i EB?

Analizom rjeSenja zadatka moZemo utvrditi da su klju¢ni koraci utvrditi da je |CE| = 46 mm i
nakon toga uoditi da je zaista mogude izracunati udaljenost polovi$ta duzina AC i EB jer je
moguce odrediti koliki je zbroj njihovih duljina, a onda i koliko je polovina tog zbroja. Prvi
korak je jednostavniji, a drugi je

suptilan i na njemu potiva tefina 50 .
.. . i 1

zadatka. Argumentacija je mnogo ' |
jednostavnija ako uvedemo oznake za : \ i !
a @ '

polovista duzina i oznacimo koje duZzine " ¢ c C
imaju jednake duljine. Uvedimo oznake
F i G za polovista duiina CD i DE,
redom. Tada se zadani podaci mogu
ilustrirati kao na slici.

U zadatku nije navedeno da su duljine duZfina CD i DE jednake i stoga je to dodatna
pretpostavka i njeno koriStenje bitno olaksava rjeSavanje zadatka. Ako tako pretpostavimo,
onda promatramo samo posebnu situaciju i ne rjeSavamo zadatak u punoj njegovoj
opcenitosti. Uz takvu pretpostavku bismo zakljuéili da vrijedi |FD| = |DG| = 23:2 =
11.5 mm, pa nakon toga daje |CF| = |FD| = 11.5 mmi |GE| = |[DG| = 11.5 mm. Konac¢no
do ispravnog zaklju¢ka da je |CE| = 4-11.5 = 46 mm dolazimo uz nedovoljno opcenitu
argumentaciju.

11.5 mm 115 mm 11.5 mm LL5 mm

16 mm

Na isti nacin bismo komentirali pretpostavku da su duljine duzina AC i EB jednake, a takva
rjeSenja bismo prepoznali i po skicama koje su oznacene na sljededéi nacin.

46 mm

P & o> o

| 8.5 mimn 8.5 mm D r 8.5 mm 8.5 mm

23 nvim

Ako bismo koristili obje pretpostavke dobili bismo sljedecu sliku.

I )3 a Py

O O — ®
8.5 mm 8.5 mm 11.5 mun 11.5 mm ) 11.5 mm 11.5 mm 8.5 mm 8.0 mm



Tada zadanu situaciju interpretiramo kao posebni slu¢aj, pa bismo koristeci konkretne brojeve
izbjegli bilo kakvu potrebu za uvodenjem oznaka i opdom argumentacijom.

Prokomentirajmo sad vrednovanje ovih gresaka. Prije svega treba rec¢i da bodovanje nekog
rieSenja matematickog zadatka nije jednoznaéno odredeno dok neko povjerenstvo ili osoba
ne odredi kriterij, te se svakako uvijek moze diskutirati kako rasporediti parcijalne bodove.
Kod natjecanja je prvenstveno vazno da svi natjecatelji budu vrednovani po istom kriteriju i
stoga drzavno povjerenstvo na Skolskoj i Zupanijskoj razini istiCe bodovanje na sluzbenim
rieSenjima. Kao pomo¢ u uskladivanju kriterija za vrijeme ispravljanja na raspolaganju su
dezurni ¢lanovi drzavnog povjerenstva, a prije objavljivanja poziva za drzavno natjecanje
drzavno povjerenstvo provodi reviziju u kojoj pregledava radove svih ucenika za koje smatra
da bi kroz uskladivanje kriterija mogli konkurirati za jedno od 20 mjesta na drzavnhom
natjecanju. U praksi se pokazuje da je to oko 40 radova.

U sklopu revizije Zupanijskog natjecanja na ovom zadatku je bilo najviSe izmjena bodova.
Glavni nedostatak u uceni¢kim rjeSenjima su bile dodatne pretpostavke koje olaksavaju
rieSavanje. Bududi da u sluzbenim rjeSenjima za ovaj zadatak nije navedeno kako ocijeniti
ucenicka rjeSenja s dodatnim pretpostavaka, nije neobi¢no $to su se odluke Zupanijskih
povjerenstava razlikovale.

Promotrimo li sluzbeno bodovanje zajedno s naSom pocetnom analizom, mozemo redéi da je
e skiciranje i oznacavanje uvjeta zadatka nosilo 2 boda
o 1 bod za oznake duljina duZina koje su 80 mm i 23 mm, te
o 1 bod za skicu,
e uvodenje polovista i isticanje oznaka za duZine jednakih duljina nosi 2 boda
o 1bod za duine CD i DE
o 1bodzaduzine ACi EB,
e nakon toga, 1 bod nosi zaklju¢ak da je |CE| = 46 mm, dok
e preostalih 5 bodova nosi argumentacija i racun koji se pokazuje da trazena udaljenost izmedu
polovista duzina AC i EB iznosi 63 mm:
o 1bod zaideju da ¢e se ta udaljenost izracunati kao ¢ + 2a + 2b + d ili80 —c — d,
o 1bod za racunanje zbroja duljina duzina AC i EB,
o 2 boda za povezivanje tog zbroja s oznaka ci d i zakljuCivanjemdajec + d = 17 mm,
o 1 bod za konacni rezultat.

Svaki od ovih koraka mogli bismo interpretirati odredenim ishodom, iako je to nekad dosta
zahtjevno jer u istom trenutku ucenik pokazuje vise razli¢itih ishoda. Na primjer, crtanjem
skice ucenik pokazuje svijest o vaznosti koriStenja grafickog prikaza, urednost i preciznost,
razumijevanje problema koji je postavljen, ispravno koriStenje oznaka itd. Izvodenjem
zakljucka da je |CE| = 46 mm ucenik pokazuje da razumije definiciju polovista, uocava
sukladnost duZina, odnose medu njihovim duljinama i racuna dvostruku vrijednost zadanog
mjernog broja. Kljucni dio rjeSenja je upravo izricanje strategije (prvi od 5 bodova) i ovdje je
najslozenije formulirati sve ishode koje ucenik pokazuju jer su to uglavhom procesi
povezivanja i uocavanja odredenih uzoraka ili odnosa temeljeni na prethodnom
razumijevanju problemske situacije i efikasno uvedenih oznaka.



Zbog slozenosti ishoda, izazovno je prepoznati kako na ispravan nacin primijeniti princip
,Slijedi gresku“. U takvim situacijama je zapravo najbolje usporediti medusobne razlike
izmedu ucenika i donijeti kriterij koji ée situaciju razrijesiti tako da ucenici koji ostvare viSu
razinu ishoda, odnosno rjesavaju opcenitiji problem dobivaju veéi broj bodova. To je posebno
moguce u situacijama kad jedno povjerenstvo vrednuje sve radove, kao Sto je bio slucaj
tijekom revizije. Clanovi povjerenstva koje je provodilo reviziju odluili su oduzeti 2 boda ako
je ucenik koristio jednu dodatnu pretpostavku, a 3 boda ako je koristio obje. MoZemo
diskutirati da bismo prateci bodovnu shemu mogli oduzeti veci broj bodova, ali pri donoSenju
odluke su uzeti u obzir blaZi kriteriji Zupanijskih povjerenstava, osjetljivost situacije i dob
ucenika.

Na kraju diskutiramo primjer koji je bio zadan na Zupanijskom natjecanju 2021. za 8. razred.

Primjer 5. Neka je ABCD trapez kojemu je jedna osnovica dvostruko dulja od druge. Ako su
M i N polovista njegovih dijagonala, dokaZi da je duljina duzine MN jednaka polovini duljine
krace osnovice.

U sluzbenom rjesenju koriStena je

ideja uocavanja srednjica. Oznacimo D d

li s P poloviste kraka BC, slijedi da je f s,

duZina NP srednjica u trokutu BCD, / e

te da je dufina MP srednjica u - v
a

trokutu ABC. Prema poucku o /
srednjici znamo da je |NP| =12 Kk

da je |MP| =2

da su obje te duZine paralelne i prolaze tockom P, tj. zaklju€ujemo da su tocke M, N i P na
istom pravcu. Sada slijedi

Takoder znamo

MN| = [MP] |NP|_|AB| IcD| icD| _|cD]
- 2 2 2 2

Uvodenje tocke P je nosilo 2 boda, uocavanje da se radi o srednjicama 1 bod, racunanje
njihovih duljina 1 bod, dokaz kolinearnosti to¢aka M, N i P 4 boda, te konacni racun 2 boda.

Zadatak se moze rijesiti i na razne druge nacine, na primjer dokazujudi i koristeci sli¢nost
trokuta ABS, MNS i CDS, pri ¢emu je S sjeciste dijagonala zadanog trapeza. Za trokute ABS i
CDS to slijedi direktno koristenjem K-K poucka (i uocavanjem sukladnih kutova uz
transverzalu), ali za dokaz da je i trokut MNS slican njima nije moguce koristiti da je pravac
MN paralelan osnovicama trapeza (to je tek posljedica sli¢nosti!) ve¢ moramo pokazati da
vrijedi |[SM|: |SN| = |SC|:|SD| koriste¢i da su M i N polovista dijagonala. Jednostavnije je
direktno racunati omjere koji pokazuju slicnost i daju koeficijent slicnosti, npr. ovako

IsMI = cm| - |cs| = 2 — jcs| = lCZ—Sli analogno |SN| = ?'
pri cemu smo koristili slicnost trokuta ABS i CDS s koeficijentom sli¢nosti 2. 1z ovih jednakosti

zakljucujemo da su trokuti CDS i MNS sli¢ni s koeficijentom 2, iz ¢ega slijedi tvrdnja zadatka.

U ovom primjeru pretpostavka da je pravac MN paralelan jednoj od osnovica velika je
konceptualna pogreska. Zbog te pogreske neéemo dobiti pogresno rjeSenje jer se radi o
dokazu, ali ¢ée nedostajati vaZzan dio argumentacije tog dokaza, $to nosi 4 boda.



RjeSavanje problemskih situacija linearnim jednadzbama

Linearne jednadzbe prvi su algebarski alat za rjeSavanje problema s kojim se ucenici sreé¢u u
osnovnoj Skoli. Njihovoj formalnoj upotrebi prethode godine izgradnje tog pojma i primjena
raznih drugih metoda koje u svojoj pozadini imaju algebarski nacin razmisljanja koristeci ne-
simbolicke reprezentacije (rijeci, slike, fizicki objekti itd.).

Ovisno o dobi, istu problemsku situaciju ucenici rjeSavanju na razne nacine. Ovim tekstom
Zelimo prikazati razvoj (pred)algebarskog razmisljanja i razne metode uz diskusiju o njihovoj
primjerenosti. Iste zadatke moZemo zadati na razli¢itim razinama, ali onda teZinu zadatka
procjenjujemo ovisno o ocekivanim sposobnostima ucenika na toj razini.

Predalgebra — razvoj pojma jednakosti

Veé u niZim razredima osnovne Skole ucenici usvajaju pojam jednakosti. Neki ucenici znak
jednakosti dozivljavaju prvo kao oznaku da nakon tog znaka treba dodi rezultat racuna. Kroz
razne modele, poput vage, s u€enicima razvijamo znacenje da izrazi s lijeve i desne strane
znaka prikazuju razli¢ite zapise istog broja (iznosa, koli¢ine). Takvom shvaéanju pridonose
zadaci u kojima se trazeni/nepoznati brojevi (oznaceni praznom kuéicom za upis ili nekim
posebnim simbolom) nalaze s obje strane znaka jednakosti. Tipi¢an primjer moZemo pronadi
na Skolskom natjecanju 2021. za 4. razred.

Primjer 1. Svaki od simbola A, & i @ predstavlja po jedan broj. Odredi vrijednost simbola tako
da vrijedi:

7-0+Q =117
8- =56
6-J-Q =30.

Ovdje se zapravo radi o rjeSavanju sustava tri linearne jednadzZbe s tri nepoznanice, ali taj
sustav je dovoljno jednostavan da ucenici mogu prepoznati slijednost u rjeSavanju (kre¢cemo
od druge, pa uvrStavamo u trecu i konacno u prvu jednakost) i izraCunati redom vrijednosti
simbola koriste¢i osnovne racunske operacije (bez potrebe za dodatnim algebarskim
manipulacijama poput zbrajanja jednadzbi ili supstitucije). Nacin na koji oznacavamo
nepoznanice je sporedna stvar.

Na istom natjecanju pojavljuje se i zadatak u kontekstu koji se moZze modelirati jednadzbom,
ali se to moze ponovno izbjeci ako ucenici paze na slijed koristenja uvjeta i osnovnih ra¢unskih
operacija.

Primjer 2. Masa spremnika napunjenog psSenicom je 148 kg. Nakon Sto je iz spremnika
potrosena trecina psSenice, masa spremnika s preostalom pSenicom iznosi 110 kg. Odredi
masu praznog spremnika.

Pisanje jednadzbi mozZzemo izbjedi koristenjem rijeci i kratkog racuna: prvo odredimo trecinu
mase psSenice (148 — 110 = 38 kg), pa ukupnu masu psenice (38 - 3 = 114 kg) i kona¢no masu
spremnika (148 — 114 = 34 kg).



U prvom kolu Hrvatske matematicke olimpijadi za kadete 2021. za 4. razred postavljena su jo$
dva zadatka u kojima vidimo na koji na¢in smatramo da je primjereno da ucenici te dobi
razmisljaju na algebarski nacin, ali bez direktnog koriStenja nepoznanica i zapisa jednadzbi.

Primjer 3. Marta se igra modelima kocke, valjka i piramide te utezima stavljajuci ih na vagu.
Na utezima je vidljiva njihova masa. Ako su vage na slikama u ravnotezi, odredi ukupnu masu
kocke, valjka i piramide u gramima.

U rjeSenju ovog zadatka je predvideno da ucenici koriste¢i model vage zaklju€uju na sli¢an
nacin kao da rjeSavamo tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice. Najkraci nacin je izjednaciti
masu svih objekata koji se nalaze na lijevim stranama sa masom svih objekata na desnim
stranama vaga i nakon toga ukloniti s obje strane po jednu kocku, valjak i piramidu. Time
dobivamo da sva tri tijela zajedno imaju 150 g. No, postoje i drugaciji nacini rjeSavanja.

Primjer 4. U parku je grupa ucenika. Ako na svakoj klupi u parku sjedi po 7 u€enika, bez mjesta
¢e ostati 8 ucenika. Ako bi ucenici sjedili po 9 na klupi, Cetiri bi klupe ostale prazne. Koliko je
ucenika u parku?

U pozadini rjeSenja ovog zadatka je linearna jednadzba 7-x +8 =9+ (x —4), ali ucenici
mogu do rjeSenja dodi i koristeci prirodnu logiku i rijeci.

Ako 8 ucenika koji su ostali bez mjesta rasporedimo po dvoje na klupe na kojima vec sjedi po
7 ucenika imat éemo Cetiri klupe na kojima sjedi 9 uc¢enika, a na svim ostalim klupama je po 7
ucenika. Ispraznimo sada Cetiri klupe s po 7 ucenika. Tih 28 u¢enika mozemo rasporediti po
dvoje na 14 klupa na kojima vec sjedi po 7 u¢enika. Sada su Cetiri klupe prazne pa vise nema
klupa sa 7 uc¢enika. Dakle, u parku je 4+14 = 18 klupa i 18-9=162 ucenika.

Metoda rjeSavanja unatrag

U sljedeé¢em primjeru sa Skolskog natjecanja 2021. za 4. razred uocite da je simbolicko rjeSenje
vrlo jednostavno prikazati graficki i rije¢ima, a metoda rjeSavanjem unatrag se namece zbog
prirode problema (opis procesa u kojem je poznato zavrsno stanje, a nepoznato pocetno).

Primjer 5. Maja, Ana i lvan imaju zajedno 150 kn. Ivan je dao Maji 13 kn, Maja je dala Ani 22
kn, a Ana je dala Ivanu 33 kn. Nakon toga svatko od njih imao je jednaki iznos. Koliko je kuna
na pocetku imala Maja, koliko Ana, a koliko Ivan?

Algebarski rjeSenje moZzemo postaviti kao sustav linearnih jednadzbi s tri nepoznanice M, A i
| koje redom prikazuju iznos novca koje na pocetku imaju Maja, Ana i lvan.



Vrijedi M+A+I=150. Takoder vrijedi M+13-22 = A+22-33 = [+33-13, tj. M-9 = A-11 = [+20.
Vidimo da mozemo prikazati Anin i Ivanov iznos novca preko Majinog: A = M+2, | = M-29.
Uvrstavanjem u prvu jednadzbu dobivamo M+(M+2)+(M-29) = 150, iz ¢ega slijedi 3M = 177,
tj. M =177:3 = 59. Dakle, Maja je imala 59 kn, Ana 61 kn, a Ivan 30 kn.

Sva ponudena sluzbena rjesSenja svode se na rjeSavanje unatrag pri ¢emu je klju¢no uoditi da
¢e na kraju svako dijete imati 50 kn. Taj zaklju¢ak pojednostavljuje i algebarsko rjesenje jer iz
M-9 = A-11 = 1+20 = 50, slijedi odmah M=59, A=61, |=30. RjeSavanje unatrag mozemo opisati
rijeCima ili elegantno prikazati tablicom:

Maja Ana lvan
Na kraju 50 50 50
Prije nego je Ana lvanu dala 33 kn 50 83 17
Prije nego je Maja dala Ani 22 kn 72 61 17
Prije nego je Ilvan dao Maji 13 kn 59 61 30

U nizim razredima obi¢no smatramo da koristenje jednadzbi nije primjereno uzrastu i
inzistiramo na njihovom izbjegavanju na pomalo umjetan nacin. Stoga je vrlo poucno
razmotriti primjere u kojima su algebarske metode manje efikasne. Sljedeéi primjer je zadan
na Hrvatskoj matematickoj olimpijadi za kadete 2020. za 4. razred.

Primjer 6. Ante, Branimir, Celestin i Dubravko sjede oko okruglog stola (tim redom). Zajedno
imaju 1600 zlatnika. Najprije Ante polovinu svojih zlatnika podijeli na dva jednaka dijela i po
jedan dio preda svojem lijevom i desnom susjedu, dok drugu polovinu zadrzava za sebe.
Nakon toga isto tako postupi Branimir, potom Celestin i na kraju Dubravko. Na kraju sva
Cetvorica imaju jednak broj zlatnika. Koliko je zlatnika Branimir imao na pocetku?

Graficki prikazujemo proces kojim vidimo da je Branimir na pocetku imao 575 zlatnika.
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Uocite koliko bi zahtjevan bio sustav s cetiri nepoznanice kojim bismo modelirali ovaj

problem. Naime, nakon prve podjele Ante ima g, Brankoima B + %, dok Dubravko ima D +%
zlatnika. Nakon druge podjele Branko ima §+ g, Ante ima §+§+ %, dok Celestin ima C +
E+i. Nakon trece podjele Celestin ima £+E+i, Branko ima E+é+£+£+i, a
4 16 2 8 32 2 8 4 16 64
Dubravko D + % + % + % + &. Konaéno, nakon zadnje podjele zaklju¢ujemo da vrijedi

D+A+C+B+ A _A+B+A+D+A+C+B+ A

2 8 8 32 128 2 4 16 4 16 16 64 256
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Promotrimo primjer s drZavnog natjecanja 2019. za 5. razred u kojem metoda rjesavanja
unatrag bitno olakSava rjeSavanje, a domisljato koristenje grafickog prikaza daje dodatnu
argumentaciju koja nije samo alternativni zapis za simbolicki/algebarski pristup.

Primjer 7. Vlak je krenuo s pocetne stanice s odredenim brojem putnika. Na sljedece tri
stanice se redom iskrcalo % putnika, pa % preostalih putnika, pa % preostalih putnika. Nakon

toga u vlaku je ostalo 105 putnika. Ako se na stanicama nije ukrcao nijedan putnik, koliko je
putnika krenulo vlakom s pocetne stanice?

Metoda unatrag. Nakon trece stanice je broj putnika 105, sto je % putnika koji su bili u vlaku
nakon druge stanice. Dakle, nakon druge stanice je broj putnika 105:5:6=126. Na sli¢an nacin
zaklju¢ujemo da je nakon prve stanice bilo 126:6-7=147 putnika, a na pocetku putovanja
147:7-8=168 putnika u vlaku.

Graficki prikaz. Vrlo elegantno koristenje grafickog prikaza u ovom primjeru je moguce jer su
upravo birani razlomci s uzastopnim nazivnicima. To omogucuje zakljuéivanje u svakom
koraku ako u prvom koraku ukupan broj putnika podijelimo na 8.

Pocetna stanica
Nakon prve stanice
Nakon druge stanice

Nakon trece stanice

UocCavamo da je na pocetku putovanja ukupan broj putnika bio 8 puta veci od jedne petine
broja putnika nakon trece stanice. Dakle, na pocetku putovanja je bilo 105:5-8=168 putnika.



Grafiéki prikaz

Graficka metoda se Cesto izdvaja kao metoda kojom ucenici rjeSavaju problemske zadatke
prije nego Sto pocnu koristiti nepoznanice i jednadzbe, ali moZzemo uoditi da se cesto u
rjeSenjima grafickom metodom geometrijski oblici koriste umjesto nepoznanica (slicno, kao
Sto smo u Primjeru 1. koristili posebne simbole). Stoga ovu metodu mozemo smatrati
prijelazom ka formalnom koriStenju jednadibi pri ¢éemu je njena prednost u
vizualnom/zornom prikazivanju situacije. Za pocetak promotrimo zadatak za 4. razred
postavljen na skolskom natjecanju 2020.

Primjer 8. Broj 2020 napisi kao zbroj dva pribrojnika od kojih je jedan za 138 vedéi od drugog.

U sluzbenim rjeSenjima ponudena su dva pristupa. Na prvi pogled moZe djelovati da se
rieSenja razlikuju samo u zapisu, ali detaljnijom analizom mozemo vidjeti da se oba rjeSenja
mogu prikazati graficki.

Prvi nacin. Graficki pribrojnike mozemo prikazati kao pravokutnike.

Zaklju¢ujemo da dva plava pravokutnika zajedno prikazuju broj 2020-138=1882, a jedan
pravokutnik 1882:2=941. Dakle, trazeni brojevi su 941 i 1079. Uocimo da ovdje mozemo
izbjedi koriStenje pravokutnika koristeéi simbole ili rijeci. Koristeci rijeci ucenici opisuju ono
Sto smo prikazali: buduci da je drugi pribrojnik za 138 vedi od prvog, zakljuCujemo da prvi
pribrojnik i joS jednom ista vrijednost imati zbroj 2020-138=1882, pa je prvi pribrojnik
1882:2=941. Pravokutnici ili varijable imaju kljuénu ulogu u konkretizaciji i smanjenju
kognitivnog optereéenja.

Drugi nacin. Zbroj dva pribrojnika je 2020, a razlika 138. Pribrojnike dobivamo tako da od 1010
(=2020:2) oduzimamo, odnosno zbrajamo 69 (=138:2). Dakle, pribrojnici su 1010-69=941 i
1010+69=1079. Argumentacija za drugu recenicu moze biti nejasna i mozemo ju dodatno
ilustrirati graficki kao na slici.
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1010 ! 1010

Oba nacina moZemo prikazati i kao sustav jednadzbi x+y=2020, y-x=138 koji mozemo rjeSavati
na razne nacine. Prvo rjeSenje se zapravo svodi na koristenje supstitucije y=x+138 i rjeSavanje
jednadzibe x+x+138=2020. Drugo rjeSenje odgovara oduzimanju jednadzbi: x + x = 2020 — 138.

Na temelju ovog primjera mozemo zakljucéiti da ni algebarski ni grafi¢ki prikaz nije nuzan, ali
koristenje nekog od tih prikaza olakSava rjeSavanje. Ucenicima ¢e ovisno o njihovom iskustvu
neki od tih prikaza biti prirodniji ili dostupniji, a njihovo koristenje se moZe uvjezbati kroz
dodatnu nastavu iako moZzemo ocekivatii da ¢e neki ucenici do tih rjeSenja dodi bez pripreme.



Na Hrvatskoj matematickoj olimpijadi za kadete 2021. godine za 4. razred zadan je zadatak
Cije se rjeSenje zapravo svodi na sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice.

Primjer 9. U prvoj bacvi nalazi se 75 litara, u drugoj 34 litre, a u trecoj 21 litra vode, pri ¢emu
niti jedna bacva nije puna. Ako bismo prvu bacvu napunili do vrha vodom iz druge bacve, tada
bi preostala voda u drugoj baévi zauzimala polovinu obujma druge baéve. No, ako bismo drugu
bacévu napunilivodom iz trec¢e bacve, tada bi preostala voda u tre¢oj bacvi zauzimala ¢etvrtinu
obujma treée bacve. Ako bismo pak tre¢u bacvu napunili vodom iz prve bacve, tada bi
preostala voda u prvoj bacvi zauzimala polovinu obujma prve bacve. Odredi obujam svake
pojedine bacve.

Sluzbeno rjesenje (dostupno na stranici https://natjecanja.math.hr/hmok/) je zapisano
koristedi graficki prikaz iskljuCivo zbog uzrasta, ali mozemo uociti da je matematicki metoda
rieSavanja potpuno ista kao da smo koristili simboli¢ki prikaz. Ucenici su zadatak rjesavali
iskljucivo pogadanjem, pri cemu su neki ucenici vrlo smisleno odabrali interval u kojem ¢e
traziti rjeSenje. Naime, iz druge bac¢ve moramo preliti manje od 17 litara jer u bacvi preostaje
toéno polovina obujma. Dakle, obujam prve bacve mora biti manji od 92 litre.

Nadalje su ucenici pretpostavili da obujam u litrama mora biti prirodan broj, koji je dodatno
paran kako bi i polovina obujma bila prirodan broj. Provjerom su utvrdili da obujam prve bacve
ne moze biti 90 litara, a da bi mogao biti 88 litara. Naime, ako je obujam prve bacve 88 litara,
onda je u nju potrebno preliti 13 litara iz druge, Sto znaci da druga bacva ima obujam 42 litre.
Nadalje, iz treée je potrebno preliti u drugu 8 litara, Sto znaci da je Cetvrtina obujma trece
bacve 21-8=13, pa je obujam te bacve 52 litre. Konacno, prelijevanjem 31 litre iz prve u trecu
bacévu, u prvoj ostaje 44 litre, Sto je pola od 88 litara.

lako je ovo dosta smislen i zahtjevan nacin zakljucivanja za ucenike 4. razreda, uocimo da
ovakvo rjesSenje ne Cini dokaz da drugih rjeSenja (posebno izvan skupa parnih prirodnih
brojeva) nema te ne smatramo rjesSenje potpunim. Naime, iz postupka nije jasno da je rjeSenje
jedinstveno, tj. da postoji samo jedna trojka brojeva koja zadovoljava uvjete zadatka. Upravo
to je naglasak ovog teksta, a posebno dijela o takozvanoj metodi uzastopnog priblizavanja.

Sto znadi rijesiti problem i metoda uzastopnog priblizavanja

Promotrimo jedan od najklasi¢nijih primjera problemskih zadataka za ucenike 4. razred
osnovne Skole postavljen na Zupanijskom natjecanju 2021. godine.

Primjer 10. U ljetni matematicki kamp zaputilo se 713 ucenika u 25 autobusa, od kojih neki
imaju 33 sjedala, a neki 26 sjedala. Ako je poznato da su ucenici popunili sva mjesta u
autobusima, koliko je bilo autobusa s 33 sjedala, a koliko autobusa s 26 sjedala?

Slicno kao u Primjeru 4. u pozadini rjeSenja nalaze se linearne jednadzbe koje je moguce
izbjedi koriste¢i argumentaciju rije¢ima. Naime, broj autobusa s 33 sjedala moZzemo oznaciti
sa X, a broj autobusa s 26 sjedala s y, te uvjete zadatka tada zapisujemo kao sustav x +y = 25,
33x + 26y = 713. Sustav moZemo rijesiti nekom od standardnih metoda (npr. supstitucijom ili
suprotnim koeficijentima).


https://natjecanja.math.hr/hmok/

Bez koristenja simbola moZzemo redéi da bi u slucaju kad bi svih 25 autobusa imalo 33 sjedala,
onda bi ukupan broj sjedala bio 25 - 33 = 825. Buduci da imamo 713 ucenika, ostalo bi 825 —
713 =112 sjedala prazno. MoZemo zamisliti da éemo iz nekih autobusa izvaditi 7 sjedala i tako
dobiti autobuse sa 26 sjedala. To je potrebno uciniti u 112:7=16 autobusa. Dakle, 16 autobusa
treba imati 26 sjedala, a 9 autobusa 33 sjedala. Vrlo sliéno bismo zadatak rijesili krenuvsi od
pretpostavke da svih 25 autobusa ima 26 sjedala.

Neki ucenici bi trazene brojeve 16 i 9 mogli pogoditi uz vediili manji broj pokusaja. Uo¢imo da
zbog interpretacije zadatka mi znamo da brojevi x i y u postavljenom sustavu moraju biti
prirodni jer prikazuju brojeve autobusa. Nema nikakvog smisla da broj autobusa nije prirodan
broj! To nam omogucava da zapravo ispiSemo sve moguénosti.

Broj autobusa s 33 sjedala Broj autobusa s 26 sjedala Ukupan broj sjedala

0 25 650
1 24 657
2 23 664
3 22 671
4 21 678
5 20 685
6 19 692
7 18 699
8 17 706
10 15 720

Izrada gornje tablice vrlo je vrijedno postignuce za ucenike 4. razreda. Prije svega, organizacija
podataka u ovakvu tablicu pokazuje sustavnost i omogucéava uocavanje raznih uzoraka. Treci
stupac moZemo jednostavnije popuniti uo¢imo li da se rezultat u svakom novom retku
povecava za 7, tj. za razliku broja sjedala izmedu dvije vrste autobusa.

U tablici smo prikazali samo neke mogucnosti i to smo naznacili s tri tockice. Naime, teoretski
postoji mogucénost da imamo 12 autobusa 33 sjedala ili da imamo 15 takvih autobusa itd.
Potpuno rjeSenje zadatka moZe se ostvariti na dva nacina:
e Ispisivanjem svih 26 redaka (broj autobusa jedne vrste mozZe biti od 0 do 25)
e Argumentacijom zasto nije potrebno ispisivati sve retke, tj. zaSto samo u jednom retku
mozemo dobiti broj 713.

Ovo je posebno bitan zakljucak i Zelimo ga dodatno naglasiti. Naime, sustina matematike je
argumentacija i u ovom problemu, kao i u svim drugim matematickim problemima, potrebno
je pronadi sva moguda rjeSenja i pokazati da ne postoje druga rjesenja.

Ispisivanje svih mogucnosti sasvim je prihvatljiva metoda. No, ona je moguéa samo u
diskretnom slucaju, kad su mogucnosti opisane prirodnim brojevima, te je dovoljno efikasna
(izvediva) ako je broj moguénosti relativno malen. U svim drugim situacijama potrebna je
dodatna argumentacija kojom objasnjavamo zasto moZemo odbaciti mogucnosti koje
neéemo provjeravati.



Prihvatljiva argumentacija moze glasiti npr. ,,U slucaju kad imamo 9 autobusa s 33 sjedalai 16
autobusa s 26 sjedala, ukupan broj sjedala iznosi 713. Povedamo li broj autobusa s vec¢im
brojem sjedala, ukupan broj sjedala ¢e se povedcati i bit ¢e veci od 713. Takoder, smanjimo li
broj autobusa s ve¢im brojem sjedala, ukupan broj sjedala ée se smanijiti i bit ¢e manjiod 713.“

Bez ovakve argumentacije rjeSenje nije potpuno i moZemo ga smatrati usmjerenim
pogadanjem (eng. educated guess), ali to je i dalje pogadanje koje je teSko razlikovati od
metode pokusaja i pogresaka te ne nosi sa sobom vrijednost dokaza.

U obrazovanju je vrlo vazno poticati postavljanje hipoteza, posebno kao oblike aproksimacije
i procjene jer su te vjeStine kod nasih ucenika nerijetko zapostavljene. Ipak, u rjeSenjima
zadataka na natjecanjima potrebno je zapisati i dokaz, odnosno argumentaciju koja ce
potvrditi nasu hipotezu.

U literaturi se ovakav nacin razmisljanja, koji smo nazvali usmjerenim pogadanjem, naziva i
metodom uzastopnog pribliZavanja. U ovom primjeru ucenik bi mogao argumentirati ovako:
,Uzmemo li 10 autobusa s 33 sjedala, morat ¢emo uzeti 15 autobusa s 26 sjedala i imat ¢emo
ukupno 720 sjedala. Uzmemo li 9 autobusa s 33 sjedala, imat ¢emo 713 sjedala i to je taman
koliko trazimo®. Ovakav argument ne otkriva je li u¢enik svjestan da u problemu postoji samo
jedno rjesenje i moze li se do njega doci postupnim priblizavanjem.

Dodatni problem koji Cini izrazito teskim za ispravljanje rjeSenja koja koriste metodu
uzastopnog priblizavanja je varirajuci broj pokusaja koje bi u€enici mogli imati. Naime, neki
ucenici bi mogli ispisati 10 mogucénosti, sustavno se priblizavajuci prema rjeSenju. Neki ucenici
bi mogli ispisati 7 ili 4 ili neki drugi broj mogucnosti, ovisno o pocetnim brojevima koje
odaberu, ali i brzini kojom se odlucée pribliZivati rjeSenju. Je li vrijednije rjeSenje s 10 ili 4
moguénosti? Sto je s rje$enjima koja imaju samo 3 ili 2 moguénosti? A $to s onima u kojima
ucenici zapo¢nu odmah s trazenim rjeSenjem? Vidimo da u vrednovanju tih rjeSenja ne
mozemo kao kriterij razmatrati broj pokusaja, ve¢ je kljuéno promotriti jesu li uéenici zapisali
argumentaciju zasto je rjeSenje jedinstveno!

Postavljanje jednadzbi i rjeSavanje sustava jos$ je jedan od prihvatljivih nacina argumentacije.
Naime, postavljanjem jednadzbi zapisujemo uvjete koji moraju vrijediti, a rjeSavanjem te
uvjete zapisujemo u ekvivalentnim oblicima ili iz njih zaklju¢ujemo $to i dalje mora vrijediti.
Krenemo li od sustava x +y = 25, 33x + 26y = 713, te dobijemo (npr. metodom supstitucije) da
je x=9, onda smo sigurni da x moze biti samo 9 i da nema drugih rjeSenja zadanog problema.

Kriterij koji mozemo opcenito iskazati kad rjeSenje moZzemo prihvatiti kao potpuno je
mogucnost primjene analognog postupka s bilo kojim drugim brojevima. To u nekim
problemima znaci da mozZzemo imati proizvoljno velike brojeve ili ¢ak kontinuirane vrijednosti
(realne brojeve) kao rjeSenja. Promotrimo primjer koji je zadan na Zupanijskom natjecanju
2021. za 7. razred.

Primjer 11. Maja ide u Skolu za slasti¢are. Dobila je zadatak izraditi 400 ml soka u kojem je
75% cCistog jabucnog soka. Na raspolaganju ima sok sa 85% udjelom i 60% udjelom cistog
jabuénog soka. Kako ¢ée to napraviti?



U ovom primjeru treba prije svega uociti da nijedan od zadanih brojeva (400, 75, 85, 60) ne
mora biti prirodan kako bi problem bio smislen. Prvi broj mora biti pozitivan realan broj, a
preostali brojevi moraju biti realni brojevi iz intervala [0, 100] takvi da je prvi od njih izmedu
druga dva. Stoga svako potpuno rjeSenje ovog zadatka mora sadriavati metodu i
argumentaciju kojom se moze rijesiti opci problem: Ako moramo izraditi K ml soka u kojem je
¢ % Cistog jabuc¢nog soka, koliko treba pomijesati soka s udjelom a % i soka s udjelom b %?

Ovaj komentar posebno je vazan jer je nedostatak postavljene varijante u tome $to je rjeSenje
jednostavno pogoditi i zbog toga ucenici ne osjeéaju potrebu za dodatnom argumentacijom
ili im se Cini da se ta argumentacija podrazumijeva, da je intuitivna ili ju ne znaju izraziti.

Na prvi pogled mozZe se Ciniti da postoji samo jedan valjani nacin argumentacije i da u tom
nacinu koristimo modeliranje linearnim jednadZbama, ali u nastavku donosimo nekoliko
razliCitih rjeSenja. Naglasak u tim rjeSenjima je na argumentaciji jedinstvenosti rjesenja.

Prvo rjesSenje (sustav ima jedinstveno rjeSenje).

Neka je x koli¢ina (u ml) otopine od 85%, a y koli¢ina (u ml) otopine od 60% koje pomijeSane
daju otopinu od 75%. Tada vrijedi 0,85x + 0,6y = 0,75 - 400 = 300 i x+y = 400.

Ovo je linearni sustav dvije jednadZbe dvije nepoznanice i poznato je da takvi sustavi imaju
jedinstveno rieSenje. RjeSenje tog sustava je x=240 i y=160, Sto provjeravamo uvrstavanjem.

Drugo rjesenje (jedna jednadzba).

Neka je x koli¢ina (u ml) otopine od 85%. Tada je 400-x koli¢ina (u ml) otopine od 60% koje
pomijeSane daju otopinu od 75%. Tada vrijedi 0,85x + 0,6 - (400-x) = 0,75 - 400 = 300.
Sredivanjem dobivamo 0,25x+240 = 300.

JednadZba je redom ekvivalentna sa 0,25x = 60 i x = 240, pa je jedino rieSenje x=240.

Trece rjesenje (sustav rijecima).

Trebamo dobiti otopinu koja ima 400-0,75 = 300 ml Cistog soka.

Ako uzmemo 400 ml otopine od 60%, onda ¢éemo imati 400 - 0,6 = 240 ml Cistog soka.
Razliku 300 — 240 = 60 ml ¢istog soka trebamo dobiti tako da dio otopine od 60% zamijenimo
otopinom od 85%. To znaci da je 60 ml zapravo 85% - 60% = 25% koli¢ine koju treba
zamijeniti. Trebamo zamijeniti 60 ml / 0,25 = 240 ml i to je koli¢ina otopine od 85%.
Otopine od 60% trebamo uzeti 160 ml.

Napomena: mozemo i krenuti od 400 ml otopine od 80%.

Cetvrto rje$enje (obrnuta proporcionalnost).

U otopini od 85% bi 10% otopine Cistog soka trebalo zamijeniti vodom, a u otopini od 60% bi
15% otopine vode trebalo zamijeniti ¢istim sokom.

Zato se koliCine otopina od 85% i 60% moraju odnositi kao 15:10 = 3:2.

Dijelimo 400 ml na 3+2=5 dijelova, Sto daje 80 ml.

Otopine od 85% trebamo uzeti 3-80=240 ml, a otopine od 60% trebamo uzeti 2-80=160 ml.



Peto rjeSenje (model povrsine).

Neka je x koli¢ina (u ml) otopine od 85%, a y koli¢ina (u ml) otopine od 60% koje pomijeSane
daju otopinu od 75%. Na slici imamo pravokutnike Sirina x i y, plavo je 85% lijevog
pravokutnika i 60% desnog pravokutnika.

15%

Y Y
X y
Nakon mijeSanja, 10% lijevog pravokutnika mora postati 15% desnog. Zato vrijedi 10x=15y,

tj. x:y =3:2. Takoder vrijedi x+y=400. Dijelimo 400 ml na 3+2=5 dijelova, Sto daje 80 ml i slijedi
x=3-80=240 i y=2-80=160.

Sesto rjedenje (jedinstvenost zbog rasta).

Ukupna koli¢ina mjesavine je stalna (400 ml). Pove¢amo li udio otopine od 85% (i smanjimo
udio otopine od 60% za istu kolicinu) u mjesavini, povecat ¢e se udio Cistog soka
(koncentracija) mjeSavine. Zato je rjeSenje jedinstveno.

Tvrdimo da treba uzeti 240 ml otopine od 85% i 160 ml otopine od 60%.

Zaista, tako ¢emo dobiti 400 ml mjeSavine koja ima 240-0,85+160-0,6=300 ml Cistog soka.
Bududi da 300 ml iznosi 75% od 400 ml, to je traZeno rjeSenje.

Sedmo rjesenje (jedinstvenost zbog grafa linearne funkcije).

Neka je x koli¢ina (u ml) otopine od 85%. U mjesavini treba biti 0,75-400 = 300 ml Cistog soka.
Kolic¢ina Cistog soka u mjesavini iznosi k=0,85x+0,6- (400 - x)=0,25x+240.

To je linearna funkcija i poznato je da je njen graf pravac.

Taj pravac ¢e tocno jednom presjeci pravac k=300.

Ako uzmemo x=240, onda je 0,25-240+240=300, pa je to trazeno rjesenje.

Otopine od 60% trebamo uzeti 400-240=160 ml.

Uocite da smo u nekim od ovih rjesenja do konacnog rezultata dosli racunom koji ujedno
opravdava jedinstvenost rezultata, dok smo u drugima rezultat pogodili i nakon toga opravdali

- . L I . . . c=b -
jedinstvenost. RjeSenje problema s op¢im brojevima glasi: potrebno je uzeti ZTb - K mililitara
otopine s udjelom a% i % - K mililitara otopine s udjelom b% kako bismo dobili K mililitara
otopine s udjelom c%.
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Koliko bodova biste Vi dodijelili? MoZze li u¢enik istom metodom rijesiti op¢i problem?

Uz ovo poglavlje moZete pogledatii online predavanje: https://youtu.be/0GZpNLa5TZo



https://youtu.be/0GZpNLa5TZo

Logicko-kombinatorni zadaci

U ovu skupinu zadataka ubrajamo uglavnom zadatke koji se mogu rijesiti bez koristenja
slozenih matematickih koncepata (bilo geometrijskih bilo algebarskih), odnosno samo
logic¢kim zakljucivanjem, eventualno uz primjenu nekoliko jednostavnih ra¢unskih operacija.
Obi¢no se takvi zadaci dijele u podskupine prema nadinu rjeSavanja (rjeSavanje pomocu
tablica ili grafova, primjenom Dirichletovog principa, prebrojavanjem i sl.).

Sljedeci zadatak sa Zupanijskog natjecanja 2020. za 4. razred je tipi¢an primjer logi¢kog
zadatka koji se moze rijeSiti pomocu tablica ili takozvanih integrama.

Primjer 1. Trojica prijatelja Ro¢, Luka i Marko treniraju vaterpolo. Imaju zeleni, plavi i crveni
ruénik te natikace broj 43, 44 i 45. Cesto nesto izgube na bazenu, a danas su u kosari za
izgubljene stvari bili zeleni rucnik i natikace broj 43. Tko je danas izgubio stvari ako se zna da:
e Luka nema plavi rucnik,
e onaj koji ima natikace broj 44 ima zeleni rucnik,
e Roc¢ nema natikace broj 43,
e Luka nema natikace broj 44,
e onaj koji ima natikace broj 43 nema crveni rucnik?
Objasni svoj odgovor.

RjeSenje pomocu tablica zavrSava tablicom ispod, a da bi bilo vrednovano s maksimalnim
brojem bodova trebaju se naznaciti svi koraci - bilo da se za svaki korak nacrta nova tablica
ili da se rijeCima opise tijek nastajanja konacéne tablice.

43 44 45 JA P C
Roc - + - + - -
Luka - - + - - +
Marko + - - - + -
Z - + -
P + - -
C - - +

Jednako vrijedno je rjeSenje bez upotrebe tablica i zasniva se na Cistom logickom
zakljucivanju, ali onda takvo zakljucivanje treba biti opisano rije¢ima isklju¢uju¢i mogucnost
postojanja drugih rjesenja.

U ovom primjeru to rjeSenje bismo zapisali ovako:

Najprije sparimo rucnike i natikace istog vlasnika.

Poznato je da onaj koji ima natikace broj 44 ima zeleni rucnik.

Takoder je poznato da onaj koji ima natikace broj 43 nema crveni rucnik.

Prema tome, vlasnik natikaca broj 43 nema ni zeleni ni crveni rucnik, nego plavi.
Zaklju¢ujemo da onda vlasnik natikaca broj 45 ima crveni rucnik.

Sada se vidi da Luka, koji nema ni plavi rucnik, ni natikace broj 44, mora imati crveni rucnik i
natikace broj 45.



Ro¢ nema natikace broj 43, pa slijedi da on ima natikace broj 44 i zeleni rucnik, a Marko
(preostale) natikace broj 43 i plavi rucnik.

Kako su danas izgubljeni zeleni rucnik i natikace broj 43, znaci da su danas Ro¢ i Marko izgubili
stvari na bazenu.

Kombinatorni zadaci obi¢no se odnose na prebrojavanje (princip uzastopnog prebrojavanja i
podjele na slucajeve), a Cesto dolaze u kombinaciji s primjenom djeljivosti ili racunanja
vjerojatnosti dogadaja. Sljededi primjer s Hrvatske matematicke olimpijade za kadete 2021.
za 5. razred se bavi prebrojavanjem pravokutnika.

Primjer 2. Koliko je pravokutnika na slici?

RjesSenje ovog zadatka je prilicno velik broj (297) i nije zamisljeno da se pravokutnici prebrajaju
jedan po jedan, iako bi i takvo rjeSenje, ako je rezultat tocan, bilo u potpunosti priznato.
Smisao je zadatka da ucenici prepoznaju da je takvo prebrojavanje nedovoljno efikasno i nadu
sustav kojim ¢e prebrojiti pravokutnike, a da ne imenuju svakog od njih posebno.

Posebno diskutiramo logi¢ko-kombinatorne zadatke u kojima se trazi najmanja ili najveda
moguca vrijednost koja se moZe posti¢i uz odredene uvjete. Kod takvih zadataka vazno je
uocCiti da rjeSenje mora imati dva dijela, tzv. donju i gornju ogradu. U jednom dijelu
konstruiramo jedan primjer kojim se pokazuje da se optimalna vrijednost moze postici, a u
drugom dijelu dokazujemo da se ne moze postiéi bolja vrijednost. Takav je sljedeéi primjer
zadan na drzavnom natjecanju 2020. za 7. razred.

Primjer 3. Brojevi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 i 8 razmjeSteni su nasumi¢no ukrug. Za svaki takav
razmjestaj odredimo svih osam zbrojeva po Cetiri uzastopna broja te najveci od njih oznac¢imo
s m. Koja je najmanja moguca vrijednost broja m?

Donja ograda. Ako se osam brojeva smjesti nekim redom u kruznom poretku, dobije se osam

zbrojeva od po Cetiri uzastopno smjestena broja. Kako je svaki od brojeva 1,2,3,4,5,6,7i8

pribrojnik u toéno Cetiri zbroja, onda je zbroj tih osam zbrojeva jednak
4-(1+2+3+4+5+6+7+8)=4-36=144.

Buduci da je 144 : 8 = 18, zaklju¢ujemo da bi svi zbrojevi morali biti 18 ili barem jedan od tih

zbrojeva mora biti veci od 18. No, nije moguée da su svi zbrojevi jednaki. Naime, ako je

a, b, c,d, e nekih pet uzastopno smjestenih brojeva, onda je

a+b+c+d=#b+c+d + e
jerje a #e. To znaci da m ne moze biti 18, odnosno vrijedim > 18.



Gornja ograda. Odredimo jedan raspored tako da najveci zbroj neka cetiri uzastopno
smjesStena broja jednak 19. Smjestimo brojeve na nacin prikazan na slici.

Provjerimo da ovaj primjer zaista zadovoljava uvjete zadatka tako da izra¢unamo svih osam

zbrojeva:
1+4+5+8=18,
4+5+8+2=19,
5+48+2+3=18,
8+2+3+6=19,
2+3+6+7=18,
3+6+7+1=17,
6+7+1+4=18,
7+1+4+5=17.

Zaista, medu dobivenim zbrojevima najveci je 19.

Cesto u ovakvim zadacima jedan dio zadatka dokazujemo koristeéi Dirichletov princip, poznat
i kao 'princip zeceva i kaveza'. Takav je i primjer s drzavnog natjecanja 2021. za 7. razred.

Primjer 4. Nadi najmanji prirodan broj n takav da za svaki skup od n tocaka s cjelobrojnim
koordinatama, od kojih nikoje tri ne leZe na istom pravcu, postoji trokut s vrhovima iz tog
skupa za kojeg vrijedi da polovista njegovih stranica takoder imaju cjelobrojne koordinate.

Na drzavnom natjecanju 2017. za 8. razred postavljen je zadatak u kojem je eksplicitno
navedeno da se mora nadi i ograda i navesti primjer, ali kroz ovaj tekst Zelimo vrlo jasno
naglasiti da su ta dva dijela rjeSenje nuzno ¢ak i ako u zadatku samo piSe ,Odredi najmanji
mogudi broj obostranih poruka.”

Primjer 5. Dvadeset ucenika koji sudjeluju na kampu iz matematike odlucili su medusobno
poslati poruke i to svaki od njih to¢no desetorici preostalih uéenika. Odredi najmanji mogudi
broj obostranih poruka, tj. nadi primjer rasporeda slanja poruka u kojem je broj obostranih
poruka najmanji mogudi i dokazi da manji broj obostranih poruka nije moguce postici.

(Kazemo da je poruka izmedu ucenika A i B obostrana ako vrijedi da je ucenik A poslao poruku
uceniku B i da je ucenik B poslao poruku uceniku A.)



Promotrimo jos jedan primjer, s drzavnog natjecanja 2014. za 8. razred, u kojem nije potrebno
pronaci samo najvedi ili najmanji mogudéi broj vec¢ sve brojeve koji se mogu postiéi. U tom
slu¢aju takoder moramo dati primjer koji pokazuje da se trazeni brojevi mogu postici i dokaz
da se drugi brojevi ne mogu postici.

Primjer 6. Na Sahovskom turniru sudjelovala su dva igraca iz grada A i nekoliko igraca iz grada
B. Svaka dvaigraca (bez obzira jesu liiz istog grada ili nisu) medusobno su odigrala to¢no jednu
partiju. Igraci iz grada A zajedno su osvojili 8 bodova, a svaki je igra¢ iz grada B osvojio jednak
broj bodova ( U partiji Saha pobjednik dobiva 1 bod, gubitnik O bodova, a ako partija zavrsi
nerijeSeno, onda svaki igra¢ dobiva po pola boda ). Koliko je igraca iz grada B moglo sudjelovati
na turniru?

Neka je n broj igraca iz grada B, a k broj bodova svakog igraca iz grada B. Prebrojavanjem broja

partija i broja bodova, te izjednacavanjem dobivamo diofantsku jednadzbu

(n+2)2(n+1)=nk+8.

Svodenjem na ekvivalentan oblik n(n + 3 — 2k) = 14 i faktoriziranjem, mozemo dobiti sva
cjelobrojna rjesenja od kojih su pozitivna (n, k) = (7,4) i (n, k) = (14,8).

Time smo rijesili dobivenu diofantsku jednadzbu, ali ne i pocetni problem! Naime, u ovom
trenutku mozemo samo zakljuciti da ne postoje druge mogucénosti, ali bez konstrukcije ne
mozemo tvrditi da za odredeni par brojeva (n, k) postoji takav turnir.

Za n=7 konstrukcija je jednostavnija. Jedan primjer turnira koji zadovoljava sve uvjete
dobivamo tako da sve partije zavrSe nerijeSeno i svi igraci imaju po 4 boda.
Za n=14 je konstrukcija teza jer nije potpuno simetri¢na. Jedna moguénost konstrukcije
traZzenog turnira je opisana na sljededi nacin. Neka su nerijeSeno zavrsile partije:

e izmeduigracaAiiA,,

e izmedu igraca A; i svakog od igraca By,...,B,,

e izmeduigraca A; i svakog od igraca Bs,...,B14,

e izmedu svaka dva igraca iz grada B.

Neka su sve ostale partije zavrsile pobjedom igraca iz grada B. Tada ¢e svaki igrac iz grada A
imati ukupno 4 boda, a svaki igrac iz grada B ukupno 8 bodova i uvjeti zadatka su ispunjeni.



Djeljivost i diofantske jednadzbe

Pojam dijeljenja, a samim time i djeljivosti proZzima teme u svim natjecateljskim razredima
osnovne Skole. Kod tipi¢nih primjera vazno je da ucenici uspjeSno koriste postupke za
odredivanje prostih faktora, te traZenja najveceg zajednickog djelitelja i najmanjeg
zajednickog visekratnika. Prvi primjer je preuzet s opcinskog natjecanja 2002. za 5. razred.

Primjer 1. Kojim najmanjim prirodnim brojem treba podijeliti brojeve 956, 1452 i 868 da se
dobiju redom ostaci 11, 12§ 13.

Oduzmemo li redom brojeve 11, 12 i 13 od 956, 1452 i 868 dobivamo brojeve 945, 1440 i 855.
Trazimo zajednicki djelitelj ta tri broja koji je veéi od 13 (kako bismo mogli dobiti navedene
ostatke). Zajednicke djelitelje moZzemo dobiti rastavljanjem brojeva na proste faktore i
uocavanjem zajednickih faktora. Zajednicki djelitelji vec¢i od 13 su 15 i 45, pa je odgovor 15.

Sljededi primjer je postavljen na Skolskom natjecanju 2016. za 6. razred.

Primjer 2. UmnoZak dva prirodna broja je 68040, a njihov najmanji zajednicki visekratnik je
3780. Odredi te brojeve.

Kljuéan dio zadatka je iskoristiti pravilo V(a, b) -D(a,b) = a -b. To pravilo slijedi direktno
iz ¢injenice da za svaki prost broj u visekratnik ulazi veca potencija, a u djelitelj manja potencija
tog prostog broja u rastavu brojeva a i b na proste faktore. Dakle, D(a,b) = 68040 : 3780 = 18.
Sada moZzemo dobiti sve mogucnosti za brojeve a i b tako da na broj 18 dodajemo razne
proste faktore broja 3780 : 18 = 2:3-5-7. Ukupno imamo 8 mogucénosti, $to moZzemo otkriti
sustavnim ispisivanjem. Elegantnije, moZemo uo¢iti da svaki od 2%=16 podskupova skupa
{2,3,5,7} daje jedan par brojeva, ali pritom svaki par brojimo dvaput.

Slican primjer pojavio se na regionalnom natjecanju 2009. za 5. razred.

Primjer 3. Najvedi zajednicki djelitelj dvaju prirodnih brojeva je 12, a njihov najmanji zajednicki
viSekratnik 672. Koji su to brojevi ako se zna da je maniji od njih djeljiv sa 7, a veéi nije?

U sljede¢em primjeru sa Zupanijskog natjecanja 2019. za 6. razred takoder koristimo rastav
na proste faktore.

Primjer 4. S koliko nula zavrSava umnozak prvih 2019 prirodnih brojeva?

Klju¢na ideja potrebna za rjeSavanje ovog zadatka je da éemo prebrojati koliko puta se brojevi
2 i 5 pojavljuju kao faktori u broju 1-2-3-...-2019. Uo¢imo jos da je broj faktora 2 sigurno vedi
od broja faktora 5 jer ima visSe parnih brojeva nego brojeva djeljivih s 5. Faktor 5 se pojavljuje
u svim visekratnicima broja 5 manjim od 2020 kojih ima 403 (jer je 2019 = 403-5+4). No, u
visSekratnicima od 25 se pojavljuje barem dvaput, u visSekratnicima od 125 barem triput, a u
visSekratnicima od 625 Cetiri puta. Visekratnika od 25 manjih od 2020 ima 80, visekratnika od
125 ima 16, a visekratnika od 625 ima 3. Stoga je odgovor 403+80+16+3=502.



Kod rjeSavanja diofantskih jednadzbi nuzno je primjenjivati djeljivost, ali pritom moramo
koristiti i neke dodatne algebarske metode. Za pocetak promotrimo primjer s drzavnog
natjecanja 2021. za 7. razred.

Primjer 5. UmnoZak dva razli¢ita prirodna broja je 15 puta veéi od njihova zbroja. Koje sve
vrijednosti moze poprimiti razlika ve¢eg i manjeg broja?

Oznacimo trazene brojeve s m i n. Neka jem > n. Prema uvjetu zadatka vrijedi
mn = 15(m + n).

Glavna ideja rjeSenja je transformirati ovaj oblik u zapis koji s jedne strane moZemo
faktorizirati, dok je s druge strane neki konkretan broj. Prvi korak je prebaciti sve nepoznanice
na jednu stranu, a onda dodati pribrojnike koji ¢e nam omoguditi da tu stranu jednadzbe
faktoriziramo. Dobivamo:

mn- 15m- 15n + 225 = 225,
odnosno

(m- 15)(n- 15) = 225.

Kako je 225 = 32 - 52,a225jedjeljivs n- 15 i n < m, imamo sljede¢e moguénosti:

n- 15 = 1, m- 15 = 225

n- 15 = 3, m- 15 = 75
n-15 = 5, m- 15 = 45
n-15 = 9, m- 15 = 25.

Tada su mogucnosti za m - n sljedece:
m-n = 224,72,40,16.

Drugi nacin rjeSavanja zadatka je izraziti jednu nepoznanicu pomocu druge, pa nakon toga
zakljucivati na temelju djeljivosti kad ¢e razlomak biti cijeli broj.

Iz jednadzbe mn = 15(m + n) prebacivanjem na jednu stranu svih izraza koji imaju n te
izlu¢ivanjem i dijeljenjem slijedi
15m
m—15
Buduci da je n cijeli broj, slijedi da na desnoj strani jednakosti nazivnik mora dijeliti brojnik.
Ovaj zaklju¢ak ée nam puno viSe koristiti ako je brojnik konkretan broj. Stoga je vrlo vazna
ideja da razlomak moZemo zapisati u sljede¢em obliku
15m 15m — 225+ 225 15(m —15) + 225 225

m—15 m-—15 m-—15 1 +m—15'

Sada mozemo zakljuditi da m-15 mora dijeliti 225. Zbog simetrije moZemo pretpostaviti da je
m<n, pa dobivamo iste moguénosti za m-15, odnosno m, kao i u prethodnom rjesenju. Nakon
toga mozemo izracunati pripadni n, te razliku m-n.

Slican zadatak u kojem diofantska jednadzba dolazi iz geometrije zadan je na Hrvatskoj
matematickoj olimpijadi za kadete 2020. za 5. i 6. razred.

Primjer 6. Duljine svih stranica pravokutnika, izrazene u centimetrima, prirodni su brojevi.
Povecamo li Sirinu i visinu tog pravokutnika za 10 cm, njegova ¢e se povrSina udvostruciti.
Odredi dimenzije svih takvih pravokutnika.



Rjesenje se svodi na rjeSavanje diofantske jednadzbe (a + 10)(b+ 10) = 2ab, ali
geometrijska pozadina zadatka nas navodi i na graficko rjeSenje primjereno mladim
ucenicima. Produljivanjem stranica za 10 cm dobivamo sljedeci pravokutnik:

Prema uvjetu zadatka povrSina novonastalog pravokutnika dva puta je veéa od povrsine
pocetnog, Sto zapravo znaci da su povrsine plavog i ljubi¢astog dijela na slici jednake.

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsina.

Prema tome, preostali dijelovi ljubiastog i plavog dijela su jednakih povrsina.

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsina.

Prema tome, preostali dijelovi ljubi¢astog i plavog dijela su jednakih povrsina.



Preostali plavi dio povrsine sastoji se od dva kvadrata sa stranicom duljine 10 cm, ukupne
povriine 100 cm? + 100 cm? = 200 cm?. Znadi, preostali pravokutnik ljubi¢aste boje ima
povrsinu 200 cm?.

Moguce duljine stranica tog Moguce duljine stranica pocetnog
pravokutnika su: pravokutnika su:

I 1cmi200cm I 11cmi210cm

1. 2cmi 100 cm 1. 12cmi 110 cm

. 4cmi50cm . 14 cmi60cm

V. 5cmid0cm V. 15cmi50cm

V. 8cmi25cm V. 18cmi35cm

VL. 10cmi20cm VL. 20cmi30cm

Zadatak se moZe rjeSavati i tablicno ispisivanjem svih slucajeva koji zadovoljavaju uvjete
zadatka. Tih slucajeva ¢e biti kona¢no mnogo jer trazimo samo ona rjeSenja koja su prirodni
brojevi. Kod takvog nacina rjeSavanja ucenik mora objasniti zasto oni slucajevi koje ne
promatra nisu mogudi i zasto u tablici odbacuje sluéajeve koji nisu rjeSenje. RjeSenja moze biti
viSe i treba ih pronaci sva. Bez obzira $to to u tekstu zadatka moZda nije izri¢ito naglaseno,
matematicki zadatak je u potpunosti rijeSen tek ako su pronadena sva rjesSenja i dokazano je
da su to sva rjesenja.

Osim metoda kojima dolazimo do rjeSenja jednadzbi, vazne su i metode kojima dokazujemo
da jednadiba nema rjeSenja. U osnovnoj Skoli je osnovna takva metoda promatranje
djeljivosti i ostataka pri dijeljenju s nekim brojem. Posebno je tipi¢no promatranje parnosti
(djeljivost s 2) i zadnje znamenke (djeljivost s 10), ali ¢esto koristimo i djeljivost s 3 ili 4 ili
nekim drugim brojem. llustrirajmo to primjerom s drzavnog natjecanja 2020. za 8. razred.

Primjer 7. Ako je m prirodan, a n neparan prirodan broj, dokazi da m(m + 2) + n(n + 2)
ne moze biti kvadrat prirodnog broja.

Kljuna tvrdnja koja se koristi u rjeSenju glasi: Ostatak pri dijeljenju kvadrata prirodnog broja
s 4 je uvijek 0 ili 1, odnosno ne moze biti niti 2 niti 3.

Dokaz te tvrdnje provodimo direktno. Ako je broj paran, moZzemo ga zapisati kao 2k, a njegov
kvadrat je 4k?, $to daje ostatak O pri dijeljenju s 4. Ako je broj neparan, zapisujemo ga kao
2k + 1, a njegov kvadrat je 4k? + 4k + 1, $to daje ostatak 1 pri dijeljenju s 4.

RjeSenje zadatka sad dovrSavamo tako da analizom svih moguénosti (je li m paran ili neparan)
pokazujemo da m(m+2)+n(n+2) daje ostatak 2 ili 3 pri dijeljenju s 4, pa zbog prethodno
istaknute tvrdnje ne moze biti kvadrat prirodnog broja.



Geometrija na natjecanjima

U cetvrtom razredu osnovne skole na natjecanjima u pravilu dolaze zadaci koji se oslanjaju na
prepoznavanje i oznacavanje skupova tocaka u ravnini kao $to su duZina, pravac, polupravac,
kut, trokut, cetverokut (pravokutnik) i krug. Takoder se moze traZiti duljina opsega ili povrsina
Cetverokuta zadanog u pravokutnoj jedini¢noj mrezi.

Zahtjevniji primjeri za tu dob mogu se pronadi na Hrvatskoj matematickoj olimpijadi za kadete.
Primjer iz prvog kola 2020. je zanimljiv za rad s ucenicima zbog razli¢itih pristupa koji su
povezani s temeljnim idejama u geometriji: podjeli na jedinicne kvadratice i prebrojavanjem,
rastavljanjem (aditivnost povrsine) i uocavanjem sukladnosti/simetrije (koju uéenici te dobi
tako ne zovu, ali koriste kao ideju preslagivanja ili preklapanja). Sli¢ni zadaci i sli¢cne ideje
pojavljuju se u mnogim zadacima na regionalnim natjecanjima, a i u ostalim kolima HMOK-a.

Primjer 1. Na slici je prikazan pravokutnik sa stranicama
duljina 48 mm i 32 mm. Dulje stranice pravokutnika
podijeljene su istaknutim tockama na tri jednaka dijela, a
kraée stranice na dva jednaka dijela. Opseg svakog Zutog
pravokutnika jednak je duljini duZze stranice pravokutnika.
Odredi povrsinu lika obojenog plavom bojom, u kvadratnim
milimetrima.

U nekim zadacima zahtijeva se prebrojavanje likova, Sto podrazumijeva kombinatornu
komponentu zadatka. Nije uvijek nuzno prebrojati likove jedan po jedan (osim ako se ne trazi
imenovanje i pravilno oznacavanje istih), ali je nuzno opisati sustav po kojem se prebrojavaju
kako bi se dobio maksimalan broj bodova. Taj opis moZe biti iskazan i rije¢ima.

U zadacima namijenjenim nizem uzrastu ucenika ponekad se kod prebrojavanja likova trazi
da prebroje sve razli¢ite duzine, trokute i sl. U ovom slucaju ,razlic¢ite” znaci razli¢ite u smislu
skupova to¢aka u ravnini, a ne u smislu nesukladnosti. Npr. duZine AB i BA su iste jer se radi
o jednoj te istoj duZini imenovanoj na dva nacina. Isto tako su trokuti ABC, BCA i CAB isti - radi
se o istom skupu tocaka, pa éemo ga i brojati kao jedan trokut.

Ne smatra se greSkom ako se trokut ili éetverokut imenuje po vrhovima u smjeru kazaljke na
satu (umjesto obrnuto od smjera kazaljke na satu), pa je tako trokut ABC isti kao i trokut CBA.
Dapace, kod izricanje sukladnosti ili slicnosti poZeljno je oznaciti vrhove tako da su
odgovarajuci vrhovi zapisani istim redom, ¢ak i ako trokuti nisu jednako orijentirani. Isto
vrijedi i za ¢etverokut (ako se pravokutnik ABCD procita kao DCBA zbog toga nece biti oduzeti
bodovi), ali se greSkom smatra ako se pravokutnik ABCD imenuje kao ABDC. Ipak, trebalo bi
poticati u¢enike da od najranije dobi pravilno oznacavaju (i orijentiraju) mnogokute.

Neki geometrijski zadaci koji se pojavljuju na natjecanjima iz matematike imaju vrlo nizak
postotak rijeSenosti. Posebno teski se pokazuju zadaci u kojima treba docrtati neki novi
element na slici kako bi se priblizili rjeSenju. Jedan takav primjer je sa Skolskog natjecanja
2021. za 7. razred.



Primjer 2. Duljine stranica kvadrata nacrtanih nad stranicama trokuta na slici su4 cmi 5 cm.
Povrsina trokuta je 8 cm?. Kolika je povrs$ina osjenanog paralelograma?

Ovdje je trebalo docrtati jednu dijagonalu paralelograma kako bi se dobila dva medusobno
sukladna trokuta koji su takoder sukladni i zadanom trokutu. Dodatno, sukladnost je potrebno
opravdati koriStenjem teorema o sukladnosti. Postavlja se pitanje, kakva bi bila rjeSivost
zadatka da je posljednja recenica u zadatku glasila DokaZi da je povrSina osjencanog
paralelograma jednaka dvostrukoj povrsini trokuta? lako to ne moZemo znati, zanimljivo je
razmisljanje da zadatak u formi 'dokazi' ne bi postao tezi. Dapace, pitanje je postavljeno tako
da se ve¢ nudiirjeSenje (dvostruko vecéa povrsina), pa se lakSe moZe doci do ideje docrtavanja
dijagonale. lako ucenici zaziru od zadataka koji pocinju s 'dokazi', takvi zadaci u nekim
slu¢ajevima mogu biti laksi od zadataka tipa 'izracunaj' jer je ve¢ poznato Sto se u rjesenju
treba dobiti.

Sljededi primjer je zadan na Zupanijskom natjecanju 2014. za 7. razred, a vrlo je poucan za
analizu s ucenicima iz nekoliko razloga.

Primjer 3. U tupokutnom trokutu ABC s tupim kutom u vrhu 4, kut ¥ dva je puta veci od kuta
B. Pravac p, koji prolazi vchom A i okomit je na pravac AB, sijece pravac BC u tocki D. Pravac
s, koji je usporedan s pravcem p, prolazi polovistem stranice AB i sije¢e pravac BC u to¢ki E.
Doka?i da su duZine BE, DE i AC jednakih duljina.

Mogli bismo reéi da ovaj zadatak svrstavamo u primjere u kojima je vaino smisleno
docrtavanje. Klju¢na ideja u zadatku je pokazati da je svaka od duzina BE, DE i AC jednake
duljine kao duzina AE (i izvesti zaklju¢ak na temelju tranzitivnosti jednakosti).




U zadatku ima nekoliko uvjeta, a prvi korak u rjeSavanju bi trebao biti dokaz da je tocka E
poloviste duZine BD, tj. da vrijedi |BE| = |DE|. Vrlo je vrijedno promotriti razli¢ite dokaze
koji su viSe ili manje elementarni. MoZzemo redi (i ucenici ¢e za to dobiti bodove!) da ta
¢injenica slijedi iz tvrdnje da je pravac s simetrala dufine AB ili da slijedi iz Talesovog poucka
o proporcionalnosti, ali poucnije je uociti da obje te tvrdnje slijede iz sukladnosti trokuta.

Oznacimo poloviste stranice 4B s P. Duzina PE je srednjica, ali treba biti svjestan da to nije
tvrdnja koju mozemo koristiti, nego je upravo ono Sto dokazujemo. Naime, po definiciji
srednjica je duzZina koja spaja poloviSta dviju stranica trokuta. Iz definicije se koristeci
sukladnost mozZe dokazati da je srednjica paralelna i dvostruko kraéa od trecée stranice. Iz
uvjeta zadatka znamo da je PE paralelno s AD i da je P poloviste duzine AB, pa zapravo
dokazujemo svojevrsni obrat: ,,ako je duzina paralelna stranici trokuta i prolazi polovistem
druge stranice, onda prolazi i polovistem treée”.

Primjereno ucenicima 7. razreda tu tvrdnju bismo dokazali docrtavanjem i koriStenjem
sukladnosti. U ovom konkretnom zadatku, situacija je olak$ana jer se radi o pravokutnom
trokutu (inace bismo prethodno dokazivali dodatne tvrdnje o paralelogramu).
Najjednostavniji put je uvesti totku F na stranici AD takvu da je APEF pravokutnik, pa
dokazati da su pravokutni trokuti APE, BPE, AFE i DFE sukladni. Uocite da pritom moramo
paziti da ni za to¢ku F ne znamo da je polovidte duZine AD, pa je vazan redoslijed kojim
dokazujemo. Prvo ¢emo pokazati su trokuti APE i BPE sukladni po S-K-S poucku, nakon toga
AFE i APE po K-S-K poucku, te konaéno AFE i DFE takoder po K-S-K poucku, pri ¢emu
sukladnost kutova zakljuéujemo pozivanjem na transverzalu. Time ¢emo dokazati da vrijedi
|AE| = |BE| = |DE|. To je ujedno vaZna Cinjenica, koju mozemo izreéi i na nacin: srediste
opisane kruznice pravokutnog trokuta lezi u polovistu hipotenuze. Na viSim razinama se
nerijetko koristi i obrat te tvrdnje.

Zanimljivo je uoditi da tvrdnju |AE| = |AC| ne dokazujemo koristeéi sukladnost trokuta. Vrlo
tipi¢na pogreska koji ucenici rade je pogresna primjena S-S-K poucka o sukladnosti trokuta.
U ovoj situaciji vrijedi da je mjera kuta AEC jednaka 2, a tolika je i mjera kuta ACE prema
preostalom neiskoristenom uvjetu iz zadatka, pa je trokut ACE jednakokracan. No, neki
ucenici dodatno argumentiraju da su trokuti ADE i ADC sukladni jer imaju zajedni¢ku stranicu
AD, mjere kutova nasuprot te stranice su jednake, te znaju da bi trebalo dokazati da je |AE]| =
|AC|. Ovakvu situaciju zapravo imamo kad god u jednakokraénom trokutu povuéemo spojnicu
vrha izmedu krakova s bilo kojom to¢kom na nasuprotnoj stranici. Preporuka je da se s
natjecateljima posebno diskutira S-S-K poucak i posebno istakne snazZnija formulacija tog
poucka: ako se u trokutima podudaraju dvije stranice i kut nasuprot jedne od tih stranica,
onda za kutove nasuprot druge stranice vrijedi da su sukladni ili suplementarni. Time
isticemo da se radi samo o dvije moguénosti, te pokazujemo da u situacijama u kojima
mozemo eliminirati jednu opciju (npr. jer su oba trokuta Siljastokutna ili jer znamo informaciju
o kutu nasuprot dulje stranice), moZemo zakljuciti sukladnost.

U sljede¢em primjeru koristi se jo$ jedna ideja koja je vrlo elementarna, a izrazito teska
ucenicima. Primjer je bio zadan na Zupanijskom natjecanju 2012. za 7. razred.

Primjer 4. Zadan je trapez ABCD tako da je AB || CD i |AB| > |CD|. Na dijagonali AC
odabrana je tocka E tako da je DE || BC. DokaZi da su povrsine trokuta ACD i BCE jednake.



Zadatak je zanimljiv jer rjeSenje moze djelovati vrlo

jednostavno, ali nacin razmisSljanja nije svojstven c
veéem broju ucenika. Naime, nema nikakvih

konkretnih podataka koji bi omogudili izracunavanje

povrsine, te bi ucenici bi mogli ocekivati da ce

jednakost povrsina slijediti iz sukladnosti trokuta. No,

trokuti ACD i BCE nisu sukladni.

Klju¢na ideja je iskoristiti tvrdnju: trokuti kojima je

zajednicka stranica i ista duljina visine imaju jednake

povrsine. Tvrdnju éemo iskoristiti dva puta kako bismo povrsine svakog od trokuta ACD i BCE
usporedili s tre¢im trokutom, BCD. Dakle, i u ovom zadatku je potrebno docrtati jedan
element, dijagonalu BD s ciljem da bismo uo¢ili trokut BCD. Nakon toga je iz oznalene tvrdnje
jasno da vrijedi P(ACD) = P(BCD) i P(BCD) = P(BCE)), te slijedi zakljucak.

U visSim razredima teme se niZzu prema predmetnom kurikulumu i tablici tema koju propisuje
povjerenstvo. Jedina tema iz geometrije koja spada u dodatne teme je Slicnost, koja se prema
novom kurikulumu obraduje tek u 8. razredu, u sklopu jedinice 'Primjene proporcionalnosti'.
Obzirom da se tema 'Proporcionalnost' radi u 7. razredu, sli¢nost se kao dodatna tema moze
uvrstiti u drzavno natjecanje u 7. razredu, te zZupanijsko i drzavno natjecanje u 8. razredu. U
sliede¢em primjeru takoder je klju¢no docrtavanje, ali i primjena sli¢nosti i Pitagorinog
poucka. Zadatak je zadan na skolskom natjecanju 2016. za 8. razred i pokazao se dosta tezak
ucenicima.

o ©  Primjer5.Odredi povrSinu kvadrata na slici.

‘ ‘ U zadatku je zadano nekoliko duzina koje se sijeku pod

pravim kutom, te je potrebno dovesti duljine tih duZina u

s vezu sa povrsinom kvadrata. Kljuéna ideja je zapravo

v l6em \ 20 cm dovesti zadane duljine u vezu s dijagonalom BD. Koristimo

‘ ' | li ovaj zadatak u pripremi ucenika za bududa natjecanja, za

razvoj ideja pozeljno je da ucenici sami otkriju taj korak.

Prije svega, potrebno je uoditi da bez docrtavanja ne

‘ \ mozZemo rijesiti zadatak, a nakon toga slijedi promisljanje

1 - 5 (koje moze biti u obliku rasprave mentora i ucenika ili

uc¢enika medusobno) o tome koje sve elemente bismo

mogli docrtati i koliko je to docrtavanje smisleno. Jedna od o¢itih ideja je docrtati duzine DF

i BE jer ¢emo tako dobiti pravokutne trokute na koje moZemo primijeniti Pitagorin poucak,

ali to docrtavanje nam ne pomaze u rjeSavanju zadatka jer docrtane duZine ne povezuju
zadane duljine s kvadratom kojem Zelimo izracunati povrsinu.

Jednom kad docrtamo dijagonalu dobivamo dva pravokutna trokuta, ali tim trokutima znamo
samo po jednu duljinu stranice, te znamo da preostale dvije katete imaju duljine koje u zbroju
daju 16 cm. Dakle, drugi vazan korak u rjeSavanju je uociti da su ta dva pravokutna trokuta
sliéna, Sto nam omogudéava izraCunavanje duljina svih kateta tih trokuta. Nakon toga
racunamo duljine hipotenuza, koje daju duljinu dijagonale kvadrata i kona¢no povrsinu.



Na kraju diskutiramo rjeSenje zadatka zadanog na drzavnom natjecanju 2021. za 8. razred
koje je nesto jednostavnije od ponudenog sluzbenog rjesenja.

Primjer 6. Neka je ABK trokut sa Siljastim kutovima u vrhovima A4 i B. Na stranici KA odabrane
su to¢ke D i N, a na stranici KB tocke C i M tako da su pravci CD, MN i AB usporedni. Pravci
AB i CD su od pravca MN udaljeni 4 cm. Poloviste duzine MN je od pravca AK udaljeno 4 cm,
a od pravca BK udaljeno 3 cm. Ako povrsina ¢etverokuta ABCD iznosi 80 cm?, odredi povrsinu
trokuta ABK.

Iz uvjeta zadatka slijedi da
je ABCD trapez, a na
osnovu zadanih podataka
izracuna se duljina njegove
srednjice  MN, odnosno
zbroja duljina njegovih
osnovica AB i CD.
Oznacimo poloviste duZine
MN sa S, a nozista okomica
iz tocke S na pravce AK i , 5
BK redomsa Qi P. Trokuti N
SMP i NSQ su pravokutni, te se primjenom Pitagorinog poucka izra¢unava duljina nepoznate
katete za svakog od njih, a na osnovu poucka S-S-S dokazuje njihovu . Na osnovu
te sukladnosti slijedi da vrijedi zbroj mjera kutova £2SMP i ASNQ iznosi 90°, pa zakljucujemo
da je kut ABK A pravi.

Koristedi K-K pouc¢ak mozemo uociti mnoge pravokutne trokute Ciji je omjer kateta 3:4.
To su trokuti SMP, NSQ, ABK, NMK i DCK. Da bismo rijeSili zadatak potrebno je jo$ smisliti
strategiju kojom ¢emo zadanu povrsinu trapeza ABCD, odnosno poznate mjere u trokutima
SMP i NSQ iskoristiti za izracunavanje povrsine trokuta ABK.

Bududi da znamo da vrijedi [MN| = 10 cm, moZemo odrediti duljine kateta u trokutu NMK,
tj. zakljuéiti da je INK| = 6 cm i [MK| = 8 cm. Druga ideja koja nas vodi kroz rjesavanje je
poznavanje visine trapez ABCD. Stoga u trokutu NMK odredujemo duljinu visine iz vrha K,
Sto iznosi 4.8 cm. Sada lako zaklju¢ujemo da visina u trokutu ABK iznosi 8.8 cm.

Konaéno, koristedi sli¢nost trokuta ABK i NMK zaklju¢ujemo da je omjer duljina osnovica AB
i MN jednak omjeru visina na te osnovice, tj. vrijedi |AB|: 10 cm = 8.8 : 4.8 iz ¢ega slijedi
|AB| = % cm. |z dobivenih podataka sada lako raCunamo povrsinu trokuta ABK.

Na osnovu navedenog slijedi da je klju¢ni korak u rjeSenju uocavanje i dokazivanje sukladnih
odnosno sli¢nih trokuta, te primjena svojstava sukladnosti i slicnosti u svrhu odredivanja
duljina duzina potrebnih za racunanje povrsine trokuta. U dokazima uéenike treba upozoriti
na vaznost navodenja odgovaraju¢ih elemenata na osnovu kojih se primjenjuju poudci o
sukladnosti ili slicnosti. Ako ucenik navodi kako su trokuti sukladni jer se podudaraju u dva
kuta i jednoj stranici, radi ve¢u konceptualnu pogresku obzirom da takvi trokuti ne moraju biti
sukladni. Zato je od velike vaznosti da se boduju isklju¢ivo dokazi sukladnosti ili sli¢nosti koji
su precizno iskazani.
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