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sastavio: Matija Basi¢

1. zadatak:

2. zadatak:

3. zadatak:

(Italija 1999) Albert i Barbara igraju sljedec¢u igru. Na stolu se nalazi 1999
Stapica: svaki igra¢ u jednom potezu uklanja sa stola barem jedan Stapi¢, a
najvise pola preostalih Stapic¢a. Igrac¢ koji ostavi samo jedan $tapi¢ na stolu
gubi igru. Barbara igra prva. Odredi koji igra¢ ima pobjednicku strategiju.

Rjesenje. Kazemo da je broj beznadan ako igrac¢ koji igra s k Stapi¢a na
stolu nema pobjednic¢ku strategiju. Ako je k beznadan, onda je i 2k + 1:
igra¢ koji na stolu ima 2k + 1 Stapi¢a moze ostaviti samo hrpu od k£ + 1,
k+2, ...ili 2k stapica, od kojih drugi igra¢ moze ostaviti k Stapi¢a. Buduéi
da je 2 beznadan, slijedi da su beznadni i brojevi 5, 11, 23, ..., 3-2"—1 za
sve n > 0. Obratno, ako je 3-2" —1 < k < 3-2""! — 1, onda igrac koji igra
s k Stapi¢a moze ostaviti 3 - 2" — 1 Stapica i tako osigurati pobjedu. Buduéi
da 1999 nije oblika 3 - 2™ — 1, slijedi da nije beznadan i zato Barbara ima
pobjednicku strategiju.

(Kina 2011) Kazemo da je podskup M C {1,2,...,2011} sjajan ako zado-
voljava sljedece svojstvo: Medu bilo koja tri elementa u M postoje dva, a
i b, takvi da a dijeli b ili b dijeli a. Odredi maksimalan broj elemenata u
sjajnom podskupu M.

Rjesenje. Lako je provjeriti da je skup
M={1,2,2*...,2°33.23.2 ...,3.2%}

sjajan i ima 21 element. Uocite da smo M konstruirali koriste¢i dvije
familije brojeva unutar kojih za svaka dva elementa a i b vrijedi a|b ili bla.

Pretpostavimo da sjajan skup M ima barem 22 elementa i neka su a; <
as < ... < aj njegovi elementi. Primijetimo da vrijedi a,.2 > 2a, za sve
n. Zaista, pretpostavimo li suprotno, dobivamo a, < a,11 < an40 < 2a, za
neko n < k + 2 i zato medu brojevima a,, a,.1 i a,,2 nikoji ne dijeli niti
jednog drugog, Sto je kontradikcija s uvjetom u zadatku.

Iz toga slijedi
ays>2a0 =>4, ag =2a4 =8, ... s > 2ay = 2 > 2011,

sto je kontradikcija. Dakle, maksimalan broj elemenata u sjajnom pod-
skupu je 21.

(Bugarska 1999) Na natjecanju 8 sudaca ocijenjuje natjecatelje jednom od
dvije ocjene: prosao ili pao. Poznato je da su za svaka dva natjecatelja,
dva suca ocijenila oba natjecatelja s proSao; dva suca su ocijenila prvog
natjecatelja s prosao i drugog s pao; dva suca su ocijenila prvog natjecatelja
s pao i drugog s prosao; te konacno dva suca su oba natjecatelja ocijenila s
pao. Odredi najveéi moguci broj natjecatelja.
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4. zadatak:

Rjesenje. Oznacimo suce brojevima 1, 2, ..., 8. Ako je o ocjena (prosao ili
pao) koju je neki sudac dao natjecatelju, onda ¢emo sa 6 oznagciti suprotnu
ocjenu.

Ako par sudaca ocijeni nekog natjecatelja istom ocjenom to ¢emo nazivati
slaganje. Dokazimo prvo da bilo koja dva suca mogu imati najvise tri
slaganja. Pretpostavimo suprotno da se suci 1 i 2 slazu oko 4 natjecatelja A,
B, C, D, te neka su a, b, ¢, d redom ocjene koje su dali tim natjecateljima.
Pretpostavimo nadalje da je su suci 3 i 4 ocijenili natjecatelja A s a, a
natjecatelja B s b; da su suci 5 1 6 ocijenili A i B redom s @ i b; te da su
suci 7 1 8 ocijenili A i B redom s @i b.

Prema kriteriju za natjecatelje A i C', suci 3 i 4 su oba dali C' ocjenu ¢, te
su natjecatelju D dali ocjenu d. Sli¢no iz kriterija za natjecatelje B i C,
slijedi da su suci 51 6 dali C' ocjenu ¢ i D ocjenu d. No, tada kriterij nije
ispunjen za natjecatelje C'i D, §to je kontradikcija.

Dakle, svaki par sudaca ima najvise tri slaganja, pa je ukupan broj slaganja

najvise 3- (g) = 84. S druge strane, svakom natjecatelju je to¢no cetiri suca

dalo ocjenu prosao, te ¢etiri suca ocjenu pao, pa broj slaganja po natjeca-

telju iznosi (;1) + (g‘) = 12. Iz ovoga zaklju¢ujemo da je broj natjecatelja
84

najvise 75 = 7. Sljedeca tablica pokazuje da je moguce zadovoljiti uvjete

zadatke ako je broj natjecatelja 7.
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(Japan) Dan je prirodan broj n > 3. Dokazi da postoji skup A,, s n eleme-
nata takav da za svaki a € A,, produkt ostalih elemenata iz A,, daje ostatak
1 pri dijeljenju s a.

Rjesenje. Neka je aq, as, ..., ai niz razli¢itih prirodnih brojeva veéih od
1 takvih da je a;---a;—1a;41---ar = —1 (mod a;), za 1 < i < k. Neka je
be {—1,1} i definirajmo a1 = aq---ax — b.

Tada je agr1 = 2a; — 1 > a; za 1 <@ < k, te vrijedi
at - ;141" QA1 = b (mod ai)
zasve 1l <1< k+ 1. Zat=k+ 1 prema definiciji a1, a za ¢ < k jer je

(a1 - a;_q1ai01 - ag)ager = (—1)(=b) =b  (mod a;).

Konstrukciju skupa A,, sad mozemo napraviti tako da krenemo od a; = 2
i ay = 3, te izvrSimo opisanu konstrukciju n — 3 puta sa b = —1, te jos
jednom sa b = 1. Dobivenih n brojeva ¢ini A,,.
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5. zadatak: (Kina 1999) Dano je 99 svemirskih stanica. Svaki par stanica je povezan

tunelom. Postoji 99 dvosmjernih glavnih tunela, a svi ostali tuneli su is-
klju¢ivo jednosmjerni. Grupu od 4 stanice nazivamo povezanom ako se u
svaku stanicu te grupe moze doci iz bilo koje druge stanice iz grupe tako da
se koristi samo 6 tunela koji povezuje te 4 stanice. Odredi najveéi moguéi
broj povezanih grupa.

Rjesenje. U grupi od 4 stanice, kazemo da je stanica problematicna ako
tri jednosmjerna tunela vode u nju ili tri jednosmjerna tunela vode iz nje.
U svakoj grupi moze postojati najvise jedna problemati¢na stanica svakog
tipa, tj. najvise dvije problemati¢ne stanice. Takoder, ako je stanica pro-
blemati¢na u nekoj grupi, onda ta grupa nije povezana.

Oznacimo stanice brojevima 1, 2, ...,99. Zai=1,2,...,99 neka je a; broj

jednosmjernih tunela koji vode u stanicu ¢, a b; broj jednosmjernih tunela
koji vode iz stanice i. Buduc¢i da postoji 99 dvosmjernih tunela vrijedi

99
Zai—i—bi —92. {(929) —99} =99 . 96.
=1

v\  x(r—1)(z—2)
3) 6
Stanica i je problemati¢na u f(a;) + f(b;) grupa od 4 stanice. Zbrojimo li
to po svim stanicama dobivamo vrijednost

za sve realne brojeve x.

Uvedimo oznaku f(x) =

S = Zf(ai) + f(bi)-

Iskoristit ¢emo da je funkcija f(x) konveksna za x > 1. Neka je medu
ai,...,0Q99,01,...,bg9 tofno k brojeva koji iznose barem 1 (ostali su 0).
Tada zbog konveksnosti funkcije f zaklju¢ujemo

S ai+bi\ 99 - 96
S>k-f<1T) _k-f(T).

Koriste¢i konveksnost jos jednom zaklju¢ujemo

k‘f(991-€96> (198-48

k
Budud¢i da svaka grupa koja nije povezana sadrzi najvise dvije problemati¢ne
stanice, a S je broj parova koji se sastoje od nepovezane grupe i

_ 108 F g

3 ) > 198 - f(48).

48
njenog problemati¢nog vrha slijedi da postoji barem 99 - (3> grupa

koje nisu povezane, tj. broj povezanih grupa moze biti najvise

99 48
—-99. .
4 3
Pokazimo da se taj broj povezanih grupa moze posti¢i. Poredajmo stanice
u krug i spojimo susjedne stanice dvosmjernim tunelima. Jednosmjernim
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6. zadatak:

tunelima spajama stanice A i B ako i samo ako se stanica A nalazi udaljena
3, 5, ..., ili 97 mjesta u smjeru kazaljke na satu od stanice B. U ovakvom

48
rasporedu svaka stanica je problemati¢na u 2 - ( 5 ) grupa. Ako grupa od
4 stanice nije povezana, onda u toj grupi nema susjednih stanica.

Neka je A problemati¢na stanica u grupi stanica A, B, C', D, tim redom
u smjeru kazaljke na satu. Ako jednosmjerni tuneli vode iz stanice A u
druge stanice, onda jednosmjerni tuneli moraju voditi u stanicu D iz os-
talih stanica. Ako jednosmjerni tuneli vode u stanicu A iz ostalih stanica,
onda jednosmjerni tuneli moraju voditi iz stanice B u druge stanice. Zato u
svakoj grupi koja nije povezana postoje to¢no dvije problemati¢ne stanice.
Dakle, vrijedi jednakost u nejednakosti koju smo izveli u prvom dijelu rjese-

48
) povezanih

. . . . 99
nja, tj. u konstruiranom primjeru postoji to¢no 4 —99. 5

grupa.

(Counting and Configurations) Svaku od 1000 kartica na kojima su napi-
sane sve trojke od 000 do 999 treba staviti u jednu od 100 kutija oznacenih
parovima 00 do 99. Karticu abc mozemo staviti u bilo koju od tri kutije
oznacene ab, ac ili be. Odredi najmanji potreban broj kutija da bi se ras-
poredile sve kartice.

Rjesenje. Neka je Sg skup svih kartica koje smijemo staviti u kutiju s
oznakom ab. Zelimo odabrati sto manje skupova S, tako da svaka kartica
pripada jednom od tih skupova.

Kartica s oznakom aaa se nalazi samo u skupu S,,, pa moramo odabrati
skupove Sy, za a = 0,1,...,9. Tim skupovima pripadaju sve kartice na
kojima se ponavljaju znamenke.

Preostaje pronadi §to manje skupova Sy, a # b, tako da svaka od 720 kartica
sa svim razli¢itim znamenkama pripada nekom od njih. Neka je £ najmanji
potreban broj takvih skupova i promatrajmo skupove koji se pojavljuju u
jednom takvom minimalnom odabiru.

Primijetimo da je presjek cetiri ili vise skupova S,, prazan. Zato prema
formuli ukljucivanja-iskljuc¢ivanja vrijedi

720=> [Sul = > 1S N Sul +

a#b a#b,c#d

>

a#b,cEde# f

|Sap N Sea N Sey

pri ¢emu promatramo sume samo po onim indeksima koji se pojavljuju u
minimalnom odabiru skupova.

Buduéi da svaki skup S5, a # b ima 24 elementa, slijedi da je

> [Sw| = 24k.

a#b

Oznacimo sa p; broj skupova Sy, a sa ¢; broj skupova S,; (medu k odabra-
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7. zadatak:

9
nih) za i =0,1,...,9. Tada vrijedi z:(pZ + q;) = 2k 1 vrijedi
i=0

9

Z ’Sab N Scd‘ = Z(pf + %2 +pz%) — 2k

a#b,c#£d =0

Naime, skupovi Sy, i S.g imaju neprazan presjek ako i samo ako jeili a = ¢
(2 moguénosti) ili b = ¢ (1 moguénost) ili b = d (2 moguénosti).
Takoder, Z |SabNSeaNSes| je broj trojki oblika (Sup, Spes Sac) izmedu

a#b,c#d,e# f
odabranih £ skupova, pa vrijedi

9
Z |Sap N Sea N Sey| < sz’q@'-
aFb,c#d.e#£f =0

Vratimo li se formuli ukljucivanja-iskljuc¢ivanja, dobivamo

9
720 < 26k — Y (5 + ¢2).

=0

Primijenimo li A-K nejednakost, dobivamo

2

k
720 < 26k — 5

Vidimo da k£ ne moze biti manji od 40 i za k = 40 se postize jednakost.
Dakle, ukupno je potrebno barem 50 kutija. Buduéi da je 50 kutija kojima
su znamenke iste parnosti dovoljno da se rasporede sve kartice, zaklju¢ujemo
da je trazeni broj kutija 50.

(Kina 2010) Na n + 1 pozicija oznafenih A;, A,, ..., A, i O nalaze se
kartice. Dozvoljeno je napraviti sljedece poteze

e Ako su na poziciji A; barem 3 kartice, onda smijemo uzeti 3 kartice
s te pozicije 1 staviti po jednu karticu na pozicije A;_1, A1 1 O (pri
Cemu je Ag = A, 1 A1 = A4y).

e Ako je na poziciji O barem n kartica, onda smijemo uzeti n kartica s
te pozicije i staviti po jednu karticu na pozicije Ay, Ay, ..., A,.

Ako je ukupan broj kartica barem n*+ 3n + 1, dokaZi da postoji niz poteza
kojim mozemo posti¢i da se na svakoj poziciji nalazi barem n + 1 kartica.
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Rjesenje. Dovoljno je promatrati slu¢aj u kojem je ukupan broj kartica
n? + 3n + 1. Opisat ¢emo algoritam kojim moZemo osigurati da se na
svakoj poziciji nalazi barem n + 1 kartica.

Prvo primijenimo dozvoljeni potez na svakoj poziciji A; na kojoj mozemo.
Nakon kona¢no mnogo poteza postié¢i cemo da se na svakoj poziciji A; nalaze
najvise dvije kartice, a na poziciji O barem n? + n + 1 kartica.

Nakon toga primijenjujemo dozvoljeni potez na poziciji O to¢no n+ 1 puta.
Tada je barem n + 1 kartica na svakoj poziciji A;. Dokazat ¢emo da je
moguce povecati broj kartica na poziciji O na barem n + 1, a da pritom na
svakoj poziciji A; preostane barem n + 1 kartica.

Rasporedimo pozicije A; u vrhove pravilnog n-terokuta redom, te stavimo
poziciju O u srediSte opisane kruznice tom n-terokutu. Uvedimo i oznake
Aj = A;_, zan < j < 2n. Skup uzastopnih vrhova

S = {Aza Ai+17 ce 7Ai+k—1}

nazivamo ekipom. Za ekipu kazemo da je dobra ako nakon provodenja
dozvoljenog poteza na svakoj poziciji u S broj kartica na svakoj poziciji
u S je barem n + 1.

Neka je a; broj kartica na poziciji A; za ¢ =1,...,n. Pokazat ¢emo da ako
vrijedi a; + ...+ a, = n?+2n+ 1, tj. ako se na poziciji O nalazi najvise n
kartica, onda postoji dobra ekipa. Primjenom poteza na sve pozicije dobre
ekipe povecat ¢emo broj kartica na poziciji O, a da pritom broj kartica na
svim pozicijama A; neée biti manji od n + 1. Zato nakon kona¢no mnogo
koraka dolazimo do traZene raspodjele kartica.

Jednoclana ekipa S = {A4;} je dobra ako i samo ako vrijedi a; > n + 4.
Dvoclana ekipa S = {A;, A;+1} je dobra ako i samo ako vrijedi a;, a;41 >
n + 3. Nadalje, ekipa S = {A;, Aiv1, ..., Aisk—1} od k elemenata za 3 <
k < n—1 je dobra ako i samo ako vrijedi

i, Qg1 2n+3 1 a;2n+2,i+1<)j<i+k—2.

Konac¢no, ekipa koja se sastoji od svih n pozicija je dobra ako i samo ako
jea;=z2n+2zaj=1,...,n.

Pretpostavimo da ne postoji dobra ekipa i da vrijedi a; + ...+ a, = n? +
2n + 1. Zbog kriterija za jednoclane dobre ekipe zaklju¢ujemo da je a; €
{n+1,n+2,n+ 3} za sve i. Oznacimo redom sa z, y i z broj pojavljivanja
brojan+1, n+2in -+ 3 medu brojevima aq, ..., a,. Pokazat ¢emo x > z.
Buduéi da je n? 4+ 2n + 1 > n(n + 2), mora vrijediti z > 1. Ako je z = 1,
onda je mora vrijediti > 1 jer bi inace ekipa S = {Ay,..., A, } bila dobra.
Ako je z > 2, onda z porzicija u kojima je n + 3 kartica dijele kruznicu
na z lukova. Primijetimo da nikoje dvije takve pozicije nisu susjedne zbog
kriterija za dvoclane dobre ekipe. Na svakom luku se mora nalaziti barem
jedna pozicija u kojoj je n + 1 kartica zbog kriterija za dobre ekipe s 3 ili
viSe elemenata. Dakle, x > z.

Sada zaklju¢ujemo da za ukupan broj kartica na svim pozicijama A; vrijedi
z(n+1)+yn+2)+2(n+3) < (z+y+2)(n+2) =n(n+2) <n*+2n+1,

Sto je kontradikcija. Time je dokaz zavrSen.

Potrosite
vrijeme na
upoznava-
nje poteza,
napravite
barem
parcijalni
napredak
ka cilj.

Kljucna
idejal



8. zadatak: (Koreja 2003) Neka su m i n relativno prosti brojevi takvi da je 6 < 2m < n.
Promotrimo n razli¢itih tocaka na kruznici. Pocevsi od jedne od tih n
tocaka, recimo P, duzinom spajamo P s m-tom tockom () u smjeru kazaljke
na satu od P, nakon toga duzinom spajamo () s m-tom tockom R u smjeru
kazaljke na satu od @, i tako dalje. Ponavljamo ovaj postupak sve dok vise
nije moguce povuci novu duzinu. Neka je I broj presjeka povucenih duzina
unutar kruznice.

(a) Odredi najveéu mogucu vrijednost za I u terminima m i n pri varijaciji
polozaja n tocaka.

(b) Dokazi da vrijedi I > n bez obzira na polozaj n tocaka.
Rjesenge.

(a) Buduéi da su m i n relativno prosti, broj duzina koje su povucene je
to¢no n. Svaka duzina dijeli kruznicu na dva dijela. Onaj dio kruznice
koji ima manje toc¢aka nazivamo unutarnjim, a drugi nazivamo wvang-
skim. Krajnje tocke duzine ne pripadaju ni unutarnjem ni vanjkskom
dijelu kruznice.

Ako se dvije duzine p; i ps sijeku unutar kruznice, onda jedna krajnja
tocka duzine ps lezi na unutarnjem, a druga na vanjskom dijelu kruz-
nice obzirom na p;. Ista tvrdnja vrijedi ako zamijenimo p; i po. Neka
je J broj svih parova duzina {pi, po} koje se sijeku. Broj uredenih pa-
rova (p1,p2) je jednak 2(m — 1)n jer za svaku duzinu p; psotoji m — 1
tocaka na unutarnjem dijelu kruznice i svaka tocka je krajnja tocka
dvjema duzinama. Dakle, J = (m — 1)n.

S druge strane, svaki par {p1,ps} odreduje to¢no jedno sjeciste, te je
svako sjeciSte odredeno s barem jednim parom. Zato vrijedi

I<J=(m-1)n.

Promotrimo primjer gdje je n tocaka ravnomjerno rasporedeno po
kruznici. U tom slucaju dovoljno je pokazati da se nikoje tri duzine
ne sijeku u jednoj tocki, jer to onda uspostavlja bijekciju izmedu sje-
ciSta i parova {p1,p2} 1 pokazuje da se jednakost I = (m — 1)n moze
posti¢e. No, primijetimo da je svih n duzina jednake duljine i na istoj
udaljenosti r od sredista kruznice. Zato je svaka duZzina dio tangente
na kruznicu polumjera r, a buduéi da za zadanu tocku izvan kruznice
postoje dvije tangente na tu kruznicu, nemoguce je da se tri duzine
sijeku u jednoj tocki. Uocite
(b) Za svaku toc¢ku a na kruznici, postoji duzina koja ulazi u tu tocku i  defincije
duZina koja izlazi iz te toc¢ke. Duzinu koja ulazi ¢emo nazivati desni koje omo-
krak,a onu koja izlazi lijevi krak tocke a. Neka je P, najblize sjeciSte guéavaju
tocki a na desnom kraku od a (tj. sjeciste desnog kraka od a i lijevog  formu-
kraka tocke koja je susjedna a u smjeru suprotnom od kazaljke na liranje
satu). Dovoljno je pokazati da je P, # P, ako je a # b. argumental
Svaka tocka a dijeli kruznicu na tri dijela: unutar lijevog kraka, unutar
desnog kraka i izvan oba kraka. Za tocku b koja je razli¢ita od tocke
a promotrimo razli¢ite slucajeve:



Prvi sluc¢aj: Neka je b krajnja tocka lijevog ili desnog kraka tocke a.
Tada desni krak od b ne sijece desni krak od a unutar kruznice.

Drugi slucaj: Neka je b unutar lijevog kraka od a. Tada desni krak od
b sijece lijevi krak od a prije nego Sto sijece desni krak od a.

Treci slucaj: Neka je b unutar desnog kraka od a. Tada je presjek
lijevog kraka od b i desnog kraka od a blizi a nego presjek lijevog
kraka od b i desnog kraka od b.

Cetvrti slucaj: Neka je b izvan oba kraka od a. Tada desni krak od b
ne sijec¢e desno krak od a.

Svi slucajevi pokazuju da a # b povlaci P, # B,.

9. zadatak: (Koreja 2009) Na stolu se nalazi 2015 Zetona koji su s jedne strane bijele,
a s druge crne. Zetoni su sloZeni u niz. Na pocetku su svi osim jednog
zetona okrenuti bijelom stranom prema gore. U svakom koraku odabiremo
zeton koji je okrenut crnom stranom prema gore i preokrenemo susjedna
dva Zetona. Ako smo odabrali Zeton na rubu, onda preokrenemo samo
jedan susjedni Zeton. Odredite sve pozicije na kojima se na pocetku moze
nalaziti Zeton okrenut crnom stranom prema gore za koju je moguce nizom
dozvoljenih poteza sve Zetone okrenuti crnom stranom prema gore.

Rjesenje. Pokazimo da ako je Zeton okrenut crnom stranom prema gore
s = 1008. u nizu, onda mozemo sve zZetone okrenuti crnom stranom prema
gore. Odaberemo li s, s — 1, s + 1 redom, onda ¢e svih pet Zetona na od
s — 2 do s + 2 biti okrenuti crnom stranom prema gore. Pretpostavimo da
su svi Zetoni od s — k do s + k okrenuti crnom stranom prema gore. Ako
je k = 2l paran, onda mozemo redom birati s — 2[, s +2[, s — 2(l — 1),
s+2(l—1),s—2,s+2,s; aako je k = 2] — 1, onda mozemo redom birati
s—2(l—1),s+2(l—1),s—(20—3),s+ (20 —3), s— 1, s+ 1. Tako ¢emo
posti¢i da su svi zetoni od s — k — 1 do s + k + 1 okrenuti crnom stranom
prema gore.

Pretpostavimo sada da su Zetoni koji su okrenuti crnom stranom prema

gore na mjestima ¢, ..., tx u nizu. Promotrimo veli¢inu Prisjetite
se svih

k invarijanti
M = Z(—l)iﬂt@ koje ste
i=1 ikad vidjeli!

Direktno mozemo provjeriti da se odabirom Zetona na mjestu j # 1,2015
vrijednost M neée promijeniti. Ako odaberemo Zeton na mjestu j = 1,
onda ¢e se M promijeniti u —M pod uvjetom da je t5 = 2. Konacno, ako je
j = 2015, onda ée se M promijeniti u M + (—1)¥+12016. Dakle, ostatak r
ili 2016 — r pri dijeljenju M s 2016 se ne mijenja pri dozvoljenoj operaciji.
Ako bi svi zetoni bili okrenuti crnom stranom prema gore, onda bi imali
M=1-2+...42013 — 2014 4+ 2015 = 1008. Dakle, jedino ako je Zeton

okrenut crnom stranom na 1008. u nizu je moguce sve Zetone okrenuti crnom
stranom prema gore.



10. zadatak:

11. zadatak:

(Koreja 2011) Na zabavi je n dje¢aka aq, as, . .., a, in djevojéica by, bs, . . ., by,.

Nijedan djecak se nije rukovao s drugim djecakom, te se niti jedna djevoj-
Cica nije rukovala s drugom djevoj¢icom. Takoder, djecak a; se nije rukovao
s djevojcicom b; za sve i € {1,...,n}. Zelimo podijeliti svih 2n ljudi u
grupe tako da su zadovoljeni sljedeéi uvijeti:

(a) U svakoj grupi je broj djecaka jednak broju djevojcica.

(b) Ni u kojoj grupi ne postoje dva ¢ovjeka koja su se rukovala.

Neka je m broj parova (a;, b;) za koje se djecak a; rukovao s djevojcicom b;.
m

Dokazi da je moguée ljude podijeliti u — + 1 ili manje grupa.
n

Rjesenje. Modelirajmo problem u terminima teorije grafova pri ¢emu su
osobe vrhovi, a bridom su povezane osobe koje su se rukovale.

Promotrimo prvo slu¢aj m < n. Potrebno je pokazati da je ljude moguce
podijeliti u dvije grupe. Neka su C4,..., C} komponente povezanosti pro-
matranog grafa. Broj vrhova je 2n, a broj bridova je manji od n. Zato
je k > n. Promotrimo broj elemenata u uniji A4; = C; UC, U ... UC; za
1 =1,..., k. To su razli¢iti brojevi od kojih neka dva moraju biti jednaka
modulo n (jer ih ima barem n + 1), a svi su manji od 2n. Neka su to A;
i A;uz i < j. Tada unija A = C;1; U...C; ima tocno n elemenata. Broj
djecaka u A je jednak broju djevojcéica koje nisu u A, pa njih stavimo u
jednu grupu. Ostale osobe ¢ine drugu grupu.

U slucaju da je m > n éemo koristiti ono $to smo veé dokazali.
Neka je r najmanji broj grupa na koje mozemo podijeliti ljude i neka su te
grupe G1, Gs, ..., G,. Buduéi da je r najmanji moguci nikoje tri grupe
ne mozemo spojiti u dvije grupe. Prema prethodno dokazanom to znaci da
je za bilo koje tri grupe G;, G i Gy, broj bridova u tim grupama barem

|Gl + |G| + |G

. Neka je S broj bridova u svim trojkama {G;, G;, Gy}

1/r—1\ — 1/r—1
> - | == - 2n.
s/2< ) );m 2( ) ) on

S druge strane, S = (r — 2)m jer se svaki brid nalazi u to¢no r — 2 trojke.
Slijedi

Tada je

—1)(r—2 2
(r—2)sz>(T)—2(r)~n, tj. r< 24l
n

(Kina 2009) Neka su m i n prirodni brojevi takvi da je 4 < m < n i
neka je AjAy ... Ay,yq pravilan (2n + 1)-terokut. Odredi broj konveksnih
m-terokuta koji imaju to¢no dva Siljasta unutarnja kuta i ¢iji vrhovi su u

skupu {A1, Az, ..., Asny1}

Rjesenje. Ako konveksan m-terokut ima tocno dva Siljasta kuta, onda ti
kutovi moraju biti u uzastoppnim vrhovima jer bi ina¢e dva disjunktna para
stranica sadrzavala vise od pola kruznice svaki. Pretpostavimo da je zadnji
vrh, u smjeru kazaljke na satu, od ta cetiri vrha koja ¢ine Siljaste kutove
fiksan; to smanjuje broj konveksnih m-terokuta 2n + 1 puta.

Razdvajanje
na sluca-
Jeve je
kljuéno!
Jedan
sluéaj  se
koristi  za
drugi.



12. zadatak:

Pretpostavimo da se na duljem luku (kojem su prvi i ¢etvrti od tih Cetiri
vrhova krajnje tocke) nalazi k tocaka, dok drugi luk sadrzi 2n — 1 — k
tocaka. Za svaki k, vrhovi m-terokuta koji se nalaze na manjem luku se
2n—1—k

m —4
odabrati na (k — n — 1)? nacina (tako da dva kuta odsijecaju vige od pola
kruznice).

mogu odabrati na nacina, a dva vrha na vec¢em luku se mogu

2n—1—k
Ukupan broj mnogokuta za dani k je zato (k —n — 1)* - ( " 4 )
m _

Zbrojimo li po svim k dobivamo da je ukupan broj poligona (bez faktora

2n +1)
kQ'(n—k—Q) ( n ) (n—i—l)
Z m—4 m—1 m—1)
k>0

Dakle, konac¢no rjesenje iznosi
n n+1
2 1 .

(St. Petersburg 1996) Aztecki dijamant reda n je lik koji se sastoji od
jedini¢nih kvadrati¢a cjelobrojne mreze u ravnini koji u potpunosti leze
unutar kvadrata

{(z,y) |zl + |yl <n +1}.
Za svako popolo¢avanje azteckog dijamanta dominama (tj. pravokutnicima

dimenzija 1 x 2), moZemo rotirati bilo koji kvadrat dimenzija 2 x 2 kojeg

n(n+1)(2n+ 1)

pokrivaju to¢no dva domina. Dokazi da je dovoljno rota-

cija (poteza) da bi se proizvoljno poplo¢avanje pretvorilo u poplo¢avanje u
kojem su sva domina horizontalna.

Rjesenje. Primijetimo prvo da ako u poploc¢avanju postoji barem je-
dan vertikalni domino, onda postoji par vertikalnih domina koje se
nalaze u istim retcima i izmedu kojih se nalaze samo horizontalna
domina. Zaista, promotrimo vertikalni domino koji se nalazi u najvisem
retku. Buduéi da svaki redak azteckog dijamanta ima parno mnogo, u tom
istom retku mora postojati parno mnogo domina (dakle, barem jo$ jedan
domino). Odaberimo dva vertikalna domina, A i B, koji su najblizi, tj. iz-
medu kojih su u gornjem od dva retka u kojima se nalaze samo horizontalna
domina. Tada izmedu A i B mora biti parno mnogo stupaca. Ako sva polja
izmedu A i B nisu poploc¢ana horizontalnim dominama, onda se u donjem
od dva retka izmedu njih nalazi gornje polje neke vertikalne domine. Zbog
parnosti broja polja izmedu A i B, broj takvih vertikalnih domina mora
biti takoder paran (dakle, postoje barem dvije takve) i medu njima opet
mozemo odbrati dvije, A’ i B’ tako da u gornjem od dva retka u kojima se
nalaze izmedu njih nema horizontalnih domina. Buduéi da je horizontalni
razmak izmedu A’ i B’ strogo manji od razmaka izmedu A i B, slijedi da
ovaj postupak ne mozemo ponavljati unedogled te éemo u kona¢no mnogo
koraka do¢i do trazenih vertikalnih domina.

Ovaj zaklju¢ak omogucava sljedec¢i algoritam za okretanje svih domina u
horizontalni polozaj: u svakom koraku pronalazimo par vertikalnih domina

Klasi¢no
prebrojava-
nje.

Metoda ek-
stremal



A i B izmedu kojih se nalaze samo horizontalna domina, okreéemo sva
horizontalna domina, te onda sva ta domina zajedno s dominama A i B
okrenemo iz vertikalnog u horizontalni polozaj.

Ako se izmedu domina A i B nalazi 2k stupaca, onda je broj poteza koje
¢emo upotrijebiti 2k + 1.

U svakom koraku odabiremo dvije domine A i B izmedu kojih se nalazi
paran broj stupaca, a pritome isti par domina ne¢emo odbarati dvaput, pa
je najvedi potreban broj poteza upravo jednak broju poteza koji je potreban
da primijenimo korak algoritma na sve parove domina izmedu kojih je parno
mnogo stupaca, tj. da primijenimo algoritam na poplocavanje u kojem su
sva domina vertikalna.

Ako su sva domina vertikalna, onda ¢emo prvo okrenuti domina koja se
nalaze u srednja dva stupca. Nakon toga provodimo korak algoritma na
vertikalna domina koja se nalaze u sljede¢a dva stupca koja su najbliza
sredini, te nakon toga nastavljamo dalje od sredine prema rubu.

Ukupan broj poteza koje ¢emo tako napraviti je

i(n it )@io1) = Mt 1)6(2n £

i=1

Broj poteza je upravo toliki jer indeks ¢ oznacava u kojim stupcima brojeci
od sredine provodimo korake, n — i+ 1 je broj (parova) vertikalnih domina
u i-tom stupcu od sredine, a 2i — 1 je broj poteza koji je potreban u jednom
koraku za par vertikalnih domina koji se nalaze u i-tom stupcu od sredine.

Ovaj dio

mozete
uoCiti  na
primjeru:
pitajte  se
kako  bih
popravio
neki  pro-
izvoljni
raspored.
Razmislite
kako pose-
ban slucaj
dovodi do
rjesenja.



