Lema o podizanju eksponenta

Lifting The Exponent Lemma (LTE)

Adrian Satja Kurdija
askurdija@gmail.com

IMO i MEMO pripreme

23. lipnja 2014.

A. S. Kurdija (IMO i MEMO pripreme) Lema o podizanju eksponenta 23. lipnja 2014.



© Uvod

© Dvije korisne leme
©Q@LTEzap>3
QLTEzap=2

© Sazetak

@ Jedna zanimljivost

@ Zadaci

© Literatura

A. S. Kurdija (IMO i MEMO pripreme) Lema o podizanju eksponenta 23. lipnja 2014. 2/19



@ U eksponencijalnim diofantskim jednadzbama Cesto se javljaju izrazi
oblika a" & b".

o Cesto je tada potrebno za neki prost broj p pronaéi potenciju s kojom
on "ulazi" u a" £ b"; preciznije, najve¢u njegovu potenciju koja dijeli
a" + b".

e Upravo o toj potenciji govori Lifting The Exponent Lemma (LTE).

e Kao §to ¢emo vidjeti, LTE nije jedna tvrdnja nego vise njih (za razne
slucajeve).
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Definicije i oznake

b dijeli a (tj. a je djeljiv sa b):

bla <= 3Jq€Z:a=qb.

b ne dijeli a (tj. a nije djeljiv sa b) pisemo kao b1 a.

vp(x) definiramo kao najvecu potenciju broja p koja dijeli x:

wix)=a <<= p*[x A p“Tix

® vp(x) = « piSemo i kao p®||x.
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Primjeri i svojstva

e Ako p 1 n, onda je vp(n) = 0.

e 13(63) =2, tj. 32||63.

@ Ako su p # g prosti brojevi, onda je vp(paqﬁ) =q.
o vp(ab) = vp(a) + vp(b), a,beZ.

° vp(0) = o0.
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Neka su x,y € Z i n € N. Za prost broj p (dozvoljavamo i p = 2) takav da
jeged(n,p)=1,p|[x—y, ptxipfy vrijedi

Vp(x" = y") = vp(x — y).

X" — yn — (X _ y)(xnfl +an2y +an3y2 4 ... _i_ynfl)7

pa je dovoljno pokazati

n—2 n—3

p)[Xn—l 4 x
Iz x =y (mod p) lako slijedi

=1 + Xn—2y + Xn—3y2 db ool y"_l = nx"1 3_'5 0 (mod p).

N
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Neka su x,y € Z i n € N neparan. Za proizvoljan prost broj p
(dozvoljavamo i p = 2) takav da je gcd(n,p) =1, p|x+ vy, ptxipty
vrijedi

V(X" 4+ ¥") = vp(x + y).

Primjena prethodne leme na (x, —y).
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Teorem 1 (Prvi oblik LTE)

Neka su a,b € 7Z i n € N. Za proizvoljan prost broj p > 3 takav da
pla—b, ptaiptb vrijedi

vp(a” — b") = vp(a — b) + vp(n).

Stavimo v,(n) = m, odnosno n = kp™, pri cemu p { k.

Faktorizirajmo a" — b".

Na sljedecoj slici konaéni faktori oznaéeni su bojama.
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Dokaz (nastavak).

/\

altk=1)p™ 4 o(k=2)p™ pp™ | J(k=3)p™ p2p™ | ... | p(k—=1)p"

/ \,

_ alP=2)p™ ™t 4 A(p=3)p™ T p2p™ T L p(p-1)pm !

| \

. aP=1p™2 o 4(p—2)p™ =2 pp

aP — bP

N T

aP~l 4 gP=2p 4 gP3p2 ... 4 pP-1

4 g(P=3)p 2 p2p™ =2 L plp—1)pm 2
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Dokaz (nastavak).

Zelimo dobiti
vp(a'P” — b*7) = v,(a— b) + m.
Iz skicirane faktorizacije slijedi da je dovoljno dokazati sljedeée:
o zuti faktor nije djeljiv s p, tj. v, od njega je 0
(sastoji se od k medusobno kongruentnih €lanova modulo p, pa je
kongruentan k - atk=1DP™ £ 0 (mod p)),

@ svaki od zelenih faktora djeljiv je s p
(analogno, sastoji se od p medusobno kongruentnih €lanova...),

@ nijedan zeleni faktor nije djeljiv s p?
(dokaz slijedi).

J-ti zeleni faktor (brojeci tako da je nulti onaj pri dnu slike) zapisimo kao

M= xP7L 4 xP72y 4 xP73y2 4 P

zax:apjiy:bpj.
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Dokaz (nastavak).
Stavimo y = x + kp za neki cijeli broj kK (mozemo zbog x = y (mod p)).
U T; javljaju se ¢lanovi oblika

i—1

xP7ly= = xP=i(x + kp)=! = xP~ 1 (x + kp) - - - (x + kp) .

Mozemo zanemariti clanove djeljive s p? (jer nas zanima ostatak pri
dijeljenju ; s p?) pa nam ostaju ¢&lanovi oblika

xP~L 4 (i — 1)xP2kp.

Sumiranjem ovih izraza za i = 1,2, ..., p dobivamo

1
M=pxP 1+ E(p — 1)p?kxP=2 = pxP~1 £ 0 (mod p?).

Odavde je v,p([j) =1zaj € {0,1,...,m—1} i dokaz je zavrsen. Ol
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Teorem 2 (Drugi oblik LTE)

Neka su a,b € Z i n € N neparan. Za proizvoljan prost broj p > 3 takav da
pla+b, ptaiptb vriedi

vp(a" + b") = vp(a + b) + vy(n).

Primjena prethodnoga teorema na (a, —b).

Zasto ovi dokazi ne vrijede za p = 27

Zato sto %(p — 1)p%kxP=2 u tom sluéaju nije djeljiv s p?.
(3(p — 1) nije cijeli broj.)
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A sto ako je p = 27

Teorem 3 (LTE za p = 2)

Neka su x,y € Z neparni i takvi da 4 | x — y. Tada za proizvoljan n € N
vrijedi
v(x" = y") = wa(x —y) + va(n).

| \

Dokaz.

Dokazujemo tvrdnju za proizvoljan eksponent N = 2"m, gdje je m neparan.
Imamo

V2(XN _ yN) _ V2(X2"m _ y2"m)
= va((x*")" = (v*)™)
= [Lema 1]

= w(x*" —y*).
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Dokaz (nastavak).

Preostaje pokazati

2’7

v(x*" =) = va(x —y) +n. (1)

Faktorizacija daje

X2y = 6Ty ) Ty ) - Ry (x ) (x—y)- (2)

Sada zbog x = y = +1 (mod 4) imamo x2“ = y?* = 1 (mod 4) za sve

k € N pa slijedi
2 25 _ 2 2
x= +y° =2(mod4) = w(x* +y°)=1 keN (3)
Buduéi da su x, y neparni i medusobno kongruentni modulo 4, slijedi i
x+y=2(mod4d) = w(ix+y)=1. (4)

Primjenom funkcije v» na (2) i potom koristeci (3) i (4) izlazi (1). O
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p = 2, vazan korolar

Neka su x,y € 7 neparni i n € N paran. Tada vrijedi

w(x"—=y") =w(x —y)+wv(x+y)+ v(n) -1

Dokaz.

Lako se pokaze da 4 | x> — y2.
Sada za n = 2km, pri éemu je k € N i m neparan, vrijedi

G B (€0 R 1 S
= [prethodni teorem|
= wn(x®—y)+ k-1
= w(x—y)+w(x+y)+v(n)-1
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Neka je p prost broj i x,y € Z, ptx, pty. Tada za n € N, uz uvjete s
lijeve strane tablice, vrijedi jednakost na desnoj strani.

’ p H Xty H n H Jednakost
plx—yl| ptn Vp(x" = y") = vp(x —y)
plx+y | ptn, Vo(X" +y") = vp(x +y)
n neparan
p=2|4|x-y (X" —y") = va(x — y) + va(n)

p=2|2|x—y || nparan

S

v(x"—y" =

o(x —y) +valx+y) +va(n) — 1
p>3|plx—y Vp(X" = y") = vp(x = y) + vp(n)
p>3 | p|lx+y || nneparan | vo(x"+y") = vp(x +y) + vp(n)
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Otvoreni problem

Jedna zanimljivost:

ako je a €N, a > 1, onda je v4(a9"! — 1) = 1 za beskonaéno mnogo
prostih brojeva g.

Blog [2] navodi da je ovo otvoreni problem, tj. nije poznato je li navedena
slutnja toéna.
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Zadaci

Na papiru i ploci.
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