ZUPANIJSKO NATJECANIE 1Z MATEMATIKE
4. ozujka 2020.

8. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Prvi nadin:
Neka je x prvi u nizu 50 uzastopnih parnih prirodnih brojeva.

1. broj X

2. broj X+2

3. broj X+4

50. broj X +98

Aritmeticka sredina tog niza parnih brojeva iznosi:

x+x+2+x+4+~--+x+98:50x+50-49 1 BOD

50 50
=X+ 49. 1 BOD

Neka je y prvi u nizu 41 uzastopnih neparnih prirodnih brojeva.

1. broj y

2. broj y+2

3. broj y+4

41. broj y +80

Aritmeticka sredina tog niza neparnih brojeva iznosi:

y+y+2+y+4+--~+y+80241y+41-40 1 BOD

41 41
=y + 40. 1 BOD

Kako su aritmeti¢ke sredine jednake, slijedi X + 49 =y + 40, odnosno x + 9 =y. 1 BOD
Najveci paran broj u nizu parnih brojeva je x + 98, a srednji po veli¢ini neparan broj u nizu neparnih
brojeva je y + 40. 1BOD
Razlika kvadrata tih brojeva iznosi 7 595:

(x+98)° —(y+40)° =7595, odnosno

(x+98)° —(x+49)* =7595. 1BOD
Dalje je:

(x + 98 + x +49)(x +98 — x — 49) = 7 595,

(2x + 147) - 49 =7 595,

(Napomena 1: Umjesto rastavom razlike kvadrata moze i kvadriranjem:

X2 +196X +9 604 — (x* +98x + 2 401) =7 595 .)

98x + 7 203 = 7 595.
Rjesavanjem jednadzbe dobivamo X = 4. 1BOD
Daljejey =x+9=13. 1 BOD
Parni brojevi su 4, 6, 8, 10, ... ,1001 102, a neparni 13, 15,17, 19, ... ,91193. 1 BOD

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 2: To¢no odredena aritmeticka sredina (parnih ili neparnih brojeva) na bilo koji nacin nosi
2 BODA.
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Drugi nadin:
Neka je 2n prvi u nizu 50 uzastopnih parnih prirodnih brojeva, ne N .

1. broj 2n

2. broj 2n + 2
3. broj 2n+4
50 broj 2n + 98

Aritmeticka sredina tog niza parnih brojeva iznosi:
2n+2n+2+2n+4+---+2n+98 100n+50-49

1 BOD
50 50
=2n+49. 1 BOD
Neka je 2k + 1 prvi u nizu 41 uzastopnih neparnih prirodnih brojeva, k e N .
1. broj 2k+1
2. broj 2k + 3
3. broj 2k +5
41. broj 2k + 81
Aritmeticka sredina tog niza neparnih brojeva iznosi:
2k +1+2k +3+2k +5+---+2k +81 82k +41-41
= 1BOD
41 41
=2k +41. 1BOD
Kako su aritmeticke sredine jednake, slijedi 2n + 49 = 2k + 41, odnosno n + 4 = k. 1 BOD
Najveci paran broj u nizu parnih brojeva je 2n + 98, a srednji po veli¢ini neparan broj u nizu neparnih
brojeva je 2k + 41. 1BOD
Razlika kvadrata tih brojeva iznosi 7 595:
(2n+98)° —(2k +41)° = 7595, odnosno
(2n+98)° —(2n+49)* =7595. 1BOD
Dalje je:
(2n + 98 + 2n +49)(2n +98 — 2n — 49) = 7 595,
(4n+ 147) - 49 =7 595,
(Napomena 1: Umjesto rastavom razlike kvadrata moze i kvadriranjem:
4n? +392n+9 604 — (4n? +196n + 2 401) =7 595, )
196n + 7 203 = 7595.
Rjesavanjem jednadzbe dobivamo n = 2. 1 BOD
Daljejek=n+4=6. 1BOD
Parni brojevi su 4, 6, 8, 10, ... ,1001 102, a neparni 13, 15,17, 19, ..., 911 93. 1 BOD

................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 2: To¢no odredena aritmeticka sredina (parnih ili neparnih brojeva) na bilo koji nacin nosi
2 BODA.

2. Prvi nacin:
Neka je, nakon bacanja kocke tri puta, ishod prikazan uredenom trojkom (a, b, c).
Broj svih uredenih trojki (svih ishoda) iznosi 6 - 6 - 6 =216. 2 BODA
UmnoZak a - b - ¢ videkratnik je broja 10, tj. umnozak je oblika 10k, k {12,...,21}.
Visekratnici 70, 110, 130, 140, 170, 190 i 210 ne mogu biti trazeni umnosci jer na stranama kocke ne
postoje brojevi 7, 11, 13, 171 19.
Visekratnici 160 1 200 se ne mogu posti¢i bacanjem kocke tri puta.
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Dakle, traZzeni umnoSci mogu biti 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 90, 100, 120, 150 i 180. 1 BOD
Ako su brojevi na kockama razli¢iti, tada imamo 6 moguénosti tj. 6 razlicitih uredenih trojki
(npr.10=1-2-5=1-5-2=2-1-5=2-5-1=5-1-2=5-2"-1).

Ako su dva broja na kockama jednaka, tada imamo 3 moguénosti tj. 3 razli¢ite uredene trojke
(npr.20=2-2-5=2-5-2=5-2-2).

Tri broja na kockama ne mogu biti jednaka, a da umnozak bude visekratnik broja 10.

Popis svih mogucih dobrih rastava i broja moguénosti za svaki od njih dani su u tablici.

Potpuno popisani svi moguci rastavi, njih 15, neovisno o tome je li dobro izracunat broj mogucnosti za

te rastave. 1BOD
umnozak brojevi na dva broja na
kockama su kockama su
razliciti jednaka
10 (1,2,5) 6 moguénosti
20 (1,4,5) 6 mogucénosti (2,2,5) 3 mogucénosti
30 (1,5, 6) 6 moguénosti
(2,3,5) 6 moguénosti
40 (2,4,5) 6 mogucénosti
50 (2,5,5) 3 moguénosti
60 (2,5, 6) 6 moguénosti
(3,4,5) 6 moguénosti
80 (4,4,5) 3 moguénosti
90 (3,5, 6) 6 moguénosti
100 (4,5, 5) 3 moguénosti
120 (4,5, 6) 6 moguénosti
150 (5, 5, 6) 3 moguénosti
180 (5, 6, 6) 3 moguénosti
ukupno 54 mogucénosti 18 moguénosti
3 BODA 2 BODA
Broj povoljnih trojki (povoljnih ishoda) je 72.
Vjerojatnost iznosi p=——-= 1 . 1BOD
216 3

.................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1:
Uceniku treba priznati 2 BODA i ako je za broj svih uredenih trojki (svih ishoda) samo zapisano
6:6-6.

Napomena 2:

Za prebrojavanje mogucénosti za sve moguce rastave predvideno je 5 BODOVA.

Ako ucenik nije popisao sve moguce rastave ili nije to¢no prebrojao sve mogucnosti, parcijalne bodove
treba dodijeliti na nacin da se za svaka 3 dobro napisana rastava i prebrojane mogucnosti za te rastave
dobiva po 1 BOD.

Drugi nacin:
Neka je, nakon bacanja kocke tri puta, ishod prikazan uredenom trojkom (a, b, c).

Broj svih uredenih trojki (svih ishoda) iznosi 6 - 6 - 6 =216. 2 BODA
Umnozak a - b - ¢ je djeljiv s 10 ako i samo ako je jedan od dobivenih brojeva jednak 5 i jedan od
preostala dva broja paran (tj. jednak 2, 4 ili 6). 1BOD
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Broj povoljnih slu¢ajeva dobit ¢emo zbrajanjem mogucnosti dobivanja:

a) jedne petice i dva parna broja,

b) jedne petice, jednog parnog broja i jednog neparnog broja koji nije 5,

c) jednog parnog broja i dvije petice.

Pod a) za svaki parni broj imamo po 3 moguénosti, a kako 5 moze biti bilo koji od brojeva a, b, ¢, ovdje

imamo 3% - 3 =27 moguénosti. 2 BODA
Pod b) parni broj biramo na 3 naéina, a neparni na 2, a broj rasporeda (permutacija) je 6, $to daje
326 =36 mogucnosti. 2 BODA
Pod c) parni broj je jedan od brojeva 2, 4 ili 6 (to su 3 mogucnosti), a kako taj broj moze biti bilo koji
od brojeva a, b, ¢, imamo ukupno 3 - 3 = 9 moguénosti. 2 BODA
Broj povoljnih ishoda je 72.
Dakle, vjerojatnost iznosi p = 12 = 1 . 1BOD
216 3

.................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Treéi nacin:

Neka je, nakon bacanja kocke tri puta, ishod prikazan uredenom trojkom (a, b, c).

Broj svih uredenih trojki (svih ishoda) iznosi 6 - 6 - 6 =216. 2 BODA
Prebrojat ¢emo slucajeve kada umnozak a - b - ¢ nije djeljiv s 10. To ¢e se dogoditi ako nijedan od
brojeva nije djeljiv s 5 i ako nijedan nije paran, odnosno ako

a) nijednom nije pao broj 5, a takvih je 5 - 5 - 5 = 125 moguénosti (na raspolaganju su samo brojevi

1,2,3,4i6), 2 BODA
b) nijednom nije pao parni broj, sto daje 3 - 3 - 3 = 27 mogucénosti (jer je pri svakom bacanju kocke pao
neki od brojeva 1, 3ili 5). 2 BODA

Medutim, pod a) i b) dvostruko brojimo situacije kada nije pao ni broj 5 niti paran broj (kao $to je npr.
slucaja =1, b =3, c = 1). Takvih slu¢ajeva ima 2 - 2 - 2 = 8 (jer su na raspolaganju samo brojevi 1 i 3).
Od zbroja brojeva mogucénosti pod a) i b) treba oduzeti broj moguénosti koje smo dvostruko brojali,

dakle, postoje 125 + 27 — 8 = 144 moguénosti da umnozak NE bude djeljiv s 10. 2 BODA

Zato je u 216 — 144 = 72 slucaja umnozak djeljiv sa 10. 1 BOD

Dakle, vjerojatnost iznosi p = 12 = 1 . 1 BOD
216 3

.................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

3. Prvi nadin:

B

Trokut ADEC je jednakostranican trokut, pa je |4EDC| = |4CED| = |4DCE| =60°.

Kutovi ZEDC i ZADN su vr$ni kutovi, pa je | ZEDC|=|ZADN|=60°.

Trokut AAND je pravokutan trokut i | ZADN|=60°, pa je | ZNAD|=30°.

Pravac AD je simetrala kuta ZNAC i |/NAD|=|~/DAC|=30°, pa je |/NAC|=60°. 1 BOD
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Trokut AANC je pravokutan trokut i | Z/NAC|=60°, pa je | ZACN|=30°.

|Z<ACN|=30° i | /DCE|=60°, pa je | Z/ACB|=90°. 1 BOD
Dakle, trokut AABC je pravokutan trokut. Slijedi da je |ACBA| =30°. 1BOD
Neka je stranica jednakostrani¢nog trokuta ADEC duljine x.

Povrsina trokuta ADEC je 43 cm?, pa je XIZ\/§ =43 cm2.

Rje§avanjemjecgladibe slijedi da je x =4 cm. 1 BOD

B
Dva kuta (uz stranicu AC) u trokutu AADC su veli¢ine 30°, pa je trokut AADC jednakokracan trokut s
osnovicom AC.

Duzina CF je kateta pravokutnog trokuta ACFD (odnosno visina jednakostrani¢nog trokuta stranice
duljine x), pa je

|CF|=g\/§=2\/§ cm. 1BOD

Slijedi da je |AC| = 2|CF|=4+/3 cm. 1BOD

Dva kuta (uz stranicu AB) u trokutu AABE su veligine 30°, pa je trokut AABE jednakokracan trokut s
osnovicom AB.

Dakle, slijedi da je |BE|=|AE|=2x=8 cm. 1 BOD
Zato je |BC|=|BE|+|EC| =12 cm. 1 BOD
Duljine kateta trokuta AABC su 12 cm i 43 cm, 1BOD
pa je njegova povrSina P = 12 ;Jg =243 cm2. 1 BOD

................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Duljina duzine CF moze se izradunati i izradunom duljine duzine DF i potom
primjenom Pitagorinog poucka na trokut ACFD.
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Drugi nacin:

B

Trokut ADEC je jednakostrani¢an trokut, pa je |4EDC| = |4CED| = |4DCE| =60°.
Kutovi ZEDC i ZADN su vr$ni kutovi, pa je | ZEDC|=|ZADN|=60°.

Trokut AAND je pravokutan trokut i | ZADN|=60°, pa je | ZNAD|=30°.

Pravac AD je simetrala kuta Z/NAC i |/NAD|=|£DAC|=30°, pa je |Z/NAC|=60°. 1 BOD
Trokut AANC je pravokutan trokut i | /NAC|=60°, pa je | ZACN|=30°.

| ZACN|=30° i | ~DCE| =60°, pa je |/ACB|=90°. 1BOD
Dakle, trokut AABC je pravokutan trokut. Slijedi da je |/CBA|=30°. 1 BOD

Neka je stranica jednakostrani¢nog trokuta ADEC duljine x.
2
Povrsina trokuta ADEC je 43 cm?, pa je XZ\@ =43 cm2.
Rjesavanjem jednadzbe slijedi da je x =4 cm. 1 BOD

Dva kuta (uz stranicu E) u trokutu AADC su veli¢ine 30°, pa je trokut AADC jednakokra¢an trokut s
osnovicom AC, odakle slijedi da je |AD|=|CD|=x . Kako je DN Kkateta pravokutnog trokuta AAND

nasuprot kutu veli¢ine 30°, onda je |DN| jednaka polovini duljine stranice x jednakostrani¢nog trokuta.
|DN|:§:2 cm, 1BOD

odnosno |CN|=|CD|+|DN|=6 cm. 1 BOD
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A N B
Trokut ACAN je pravokutan trokut, pri ¢emu je kateta CN nasuprot kutu veli¢ine 60° (odnosno visina

jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom AC ), paje

|CN|=@J§,U. |Ac|=%-6=4J§ cm. 1BOD

Trokut ACNB je pravokutan trokut, pri ¢emu je kateta CN nasuprot kutu veli¢ine 30° (polovina

stranice jednakostrani¢nog trokuta), pa je |BC| = 2|CN| =12 cm. 1 BOD
Duljine kateta trokuta AABC su 12 cm i 443 cm, 1 BOD
pa je njegova povrSina P = 12 ;ﬁ = 24«/§ cm2, 1 BOD

................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA
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Treéi nadin:

B

Trokut ADEC je jednakostrani¢an trokut, pa je |4EDC| = |4CED| = |4DCE| =60°.
Kutovi ZEDC i ZADN su vr$ni kutovi, pa je | ZEDC|=|ZADN|=60°.
Trokut AAND je pravokutan trokut i | ZADN|=60°, pa je |<NAD|=30°.

Pravac AD je simetrala kuta Z/NAC i |/NAD|=|£DAC|=30°, pa je |Z/NAC|=60°. 1 BOD
Trokut AANC je pravokutan trokut i | /NAC|=60°, pa je | ZACN|=30°.

| ZACN|=30° i | ~DCE| =60°, pa je |/ACB|=90°. 1BOD
Dakle, trokut AABC je pravokutan trokut. Slijedi da je |/CBA|=30°. 1 BOD

Neka je stranica jednakostrani¢nog trokuta ADEC duljine x.
2
Povrsina trokuta ADEC je 43 cm?, pa je XZ\@ =43 cm2.
Rjesavanjem jednadzbe slijedi da je x =4 cm. 1 BOD

Er

(skica s docrtanim osnosimetri¢nim jednakostraniénim trokutima) 1 BOD
Trokuti ADEC i AD'DC su jednakostrani¢ni trokuti sa stranicom duljine X, a trokut AE'BE je
jednakostrani¢an trokut sa stranicom duljine 2X. 1BOD

(Napomena: Za taj 1 BOD dovoljno je to naznaciti na skici.)
Povrsina trokuta AABC jednaka je zbroju povrsina jednakostrani¢nih trokuta ADEC, AD'DC i AE'BE,
0dnosno za povrsinu P trokuta AABC vrijedi P =Py + Pypc + Pege - 2 BODA

2
Tada je P=2-4J§+%J§, 1 BOD

odnosno P = 8J§+16J§ )
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Povriina trokuta AABC je P =24+/3 cm2 1 BOD
................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

4. Prvi nacin:
A=nd+6n?+8n=nn?+6n+8) =nm?+6n+9-1)=n((n+3)2-1) = 1 BOD
=nn+3-1Dn+3+1)=n(n+2)(n+4) 1 BOD

a) Brojevi n,n + 2 i n + 4 daju razlicite ostatke pri dijeljenju s 3 pa je (to¢no) jedan od njih djeljiv s 3.
2 BODA
(Barem) jedan od faktora umnoska je djeljiv s 3 pa je i umnozak djeljiv s 3. 1 BOD

b) Ako je A djeljiv s 3is 32, tada je A djeljivs 96 (3 - 32 =96, 3 i 32 su relativno prosti brojevi).

1BOD
Pokazano je da je A djeljiv s 3 za svaki prirodni broj n. Treba pokazati za koje je prirodne brojeve n broj
A djeljiv s 32.
Ako je n neparan, faktori n,n + 2 i n + 4 su neparni, pa je A neparan i ne moze biti djeljiv s 32.

1BOD
Od tri uzastopna parna broja, barem jedan je djeljiv s 4.
Ako je ndjeljivs 4,tj. n = 4k, k € N, tada je
A =4k(4k + 2)(4k + 4) = 32k(2k + 1)(k + 1), pa je broj A djeljiv s 32. 1 BOD
Ako jen+2djeljivs4,tj.n+ 2 = 4k, k € N, tada je
A = (4k — 2)4k(4k + 2) = 16(2k — 1)k(2k + 1).
Ako je k neparan, tada su i faktori 2k — 1, 2k + 1 neparni, pa A nije djeljiv s 32. 1 BOD
Ako je k paran, tada je A djeljiv s 32. 1BOD
Prirodni brojevi n za koje je A djeljiv s 96 su svi brojevi oblika n = 4k, k € N i svi brojevi oblika
n =4k — 2,q9djeje k € N ik je paran broj.
i
Neka je k = 2m, m € N. Tada je n = 4k — 2 = 8m — 2. Broj n je prirodan broj koji pri dijeljenju s 8
daje ostatak 6.
Prirodni brojevi n za koje je A djeljiv s 96 su svi brojevi koji su djeljivi s 4 i svi brojevi koji pri
dijeljenju s 8 daju ostatak 6.
................................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1:
Ako ugenik trinom n? + 6n + 8 rastavlja na faktore rjeSavanjem kvadratne jednadzbe
n? + 6n + 8 = 0, to¢an rastav zadanog broja A treba bodovati s 2 BODA.

Napomena 2:

Broj A moze se rastaviti i na sljedeéi nacin:
A=nd+6n?+8n=n3+4n’+2n2+8n=n*(n+4)+2n(n+4) = 1 BOD
=m*+2n)(n+4)=n(n+2)(n+4) 1BOD
Napomena 3:

U a) dijelu zadatka djeljivost brojem 3 moze se obrazloziti na sljedeéi nacin:
Broj n, s obzirom na djeljivost brojem 3, moze biti oblika 3k, 3k + 1 ili 3k + 2.

Nekajen = 3k, k € N. Tada je A = 3k(3k + 2)(3k + 4) pa je A djeljivs 3. 1BOD
Nekajen =3k + 1,k € Ny. Tadaje A = 3k +1)(3k+3)(3k+5) =3Bk +1)(k+1)(3k+5)
pa je A djeljiv s 3. 1 BOD
Nekajen =3k + 2,k € Ny. Tadaje A = 3k +2)(3k +4)(3k +6) =3Bk +2)(Bk +4)(k + 2)
pa je A djeljiv s 3. 1 BOD
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Drugi nacin:
A=n3+6n%+8n

a) S obzirom na djeljivost brojem 3, n moze biti oblika 3k, 3k + 1 ili 3k + 2.
Neka jen = 3k, k € N. Tadaje A = (3k)3 + 6(3k)? + 8- 3k = 27k3 + 54k? + 24k =
3(9k3 + 18k? + 8k) pa je A djeljivs 3.
ili A= (3k)®+6(3k)?+8-3k =27k3+ 54k? + 24k, svi su pribrojnici djeljivi s 3 pa je i zbroj
djeljiv s 3. 1 BOD
Nekajen=3k+ 1,k € N, TadajeAd= Bk +1)>+6(Bk+1)>+8-Bk+1)=27k3+81k? +
69k + 15 = 3(9k3 + 27k? + 23k + 5) pa je A djeljiv s 3.
ilid=GBk+1)3+63Bk+1)2+8-(3k+1)=27k3+81k? + 69k + 15, svi su pribrojnici djeljivi
s 3 pa je i zbroj djeljiv s 3. 1 BOD
Nekajen=3k+ 2,k € Ny. TadajeA= 3k +2)>+6(Bk+2)>+8- Bk +2)=27k3+
108k? + 132k + 48 = 3(9k3 + 36k? + 44k + 16) pa je A djeljivs 3.
ilid=Gk+2)3+63Bk+2)?+8-(3k+2)=27k3®+ 108k? + 132k + 48, svi su pribrojnici
djeljivi s 3 pa je i zbroj djeljiv s 3. 1 BOD

b) Ako je A djeljiv s 3 i s 32, tada je A djeljiv s 96 (3 - 32 = 96, 3 i 32 su relativno prosti brojevi).
1 BOD
Kako je 6n? + 8n paran broj, tada je A paran ako i samo ako je n3 paran, odnosno ako i samo ako je n
paran.
Dakle, ako je n neparan tada A nije djeljiv s 32. 1 BOD
Za parne brojeve n, promotrimo sljedece slucajeve:
Nekajen = 4k, k € N. Tadaje A = (4k)3 + 6(4k)? + 8- 4k = 32(2k3 + 3k? + k) pa je A djeljiv
s 32. 1 BOD
Nekajen =8k —2,k € N. Tadaje
A=(8k—-2)3+6(8k—2)2+8-(8k—2)
=8((4k)3—3-(4k)?>+ 3 -4k — 1) + 24((4k)?> — 8k + 1) + 16(4k — 1)
= 32(16k3 — k)
pa je A djeljiv s 32. 2 BODA
Nekajen =8k + 2,k € N,. Tadaje
A=Bk+2)3+6(8k+2)>+8-(8k+2)=
=8((4k)>+3-(4k)*> +3 -4k +1)+24((4k)> +8k+1) + 16(4k + 1) =
=32(16k% 4+ 24k?* + 11k + 1) + 16
pa A nije djeljiv s 32. 2 BODA
................................................................................................. UKUPNO 10 BODOVA

5. Prvi nadin:

Vrijedi mn+2m-—2n—4+4+4=2020. 1 BOD
Nadalje je mn+2)—2(n+2)+4=2020, 1 BOD
odnosno (m—=2)(n+2)=2016. 1 BOD
Broj n + 2 je djelitelj broja 2 016. 1BOD
Rastavimo broj 2 016 na proste faktore: 2016 =2-2-2-2-2-3-3-7=25.32.7, 1 BOD
Svaki djelitelj broja 2 016 je oblika 2% - 3% - 7¢, gdje je

a€{0,1,2,3,4,5}, b €{0,1,2}, c € {0,1}. 1 BOD
Broj prirodnih djelitelja broja 2 016 jednak je 6 - 3 - 2 = 36. 2 BODA

Djelitelji broja 2 016 koji ne zadovoljavaju uvjete zadatka su brojevi 1 i 2 jer ako je

n+2=1in+ 2 = 2, tada n nije prirodan broj, a u ostalim je slu¢ajevima broj n prirodan

pa postoje 34 prirodna broja n koji zadovoljavaju uvjete zadatka. 1BOD
Za svaki takav n jednoznaé¢no je odreden prirodni broj m koji zadovoljava polaznu jednadzbu jer je ona
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n+2
Dakle, postoje 34 uredena para (m, n) prirodnih brojeva zadovoljavaju jednadzbu
mn +2m —2n = 2 020. 1BOD
................................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

ekvivalentnas m=2+

Napomena: Ukoliko u¢enik zna da je broj djelitelja broja 2 016 = 25 - 32 - 7! jednak
G+1DR+1)(A+1)=6-3-2 =36, bodovati s 3 BODA.

Drugi nacin:

Rjesavanjem polazne jednadzbe po m dobivamo m(n + 2) = 2n + 2020. 1BOD
Nadalje je m= 2n+2020 : 1 BOD
n+2
odnosno m=2+ 2016 . 1 BOD
n+2
Broj n + 2 je djelitelj broja 2 016. 1BOD
Rastavimo broj 2 016 na proste faktore: 2016 =2-2-2-2-2-3-3-7=25.32.7, 1 BOD
Svaki djelitelj broja 2 016 je oblika 2¢ - 3% - 7¢, gdje je
a€{0,1,2,3,4,5}, b €{0,1,2},c € {0,1}. 1 BOD
Broj prirodnih djelitelja broja 2 016 jednak je 6 - 3 - 2 = 36. 2 BODA
Djelitelji broja 2 016 koji ne zadovoljavaju uvjete zadatka su brojevi 1 i 2 jer ako je
n+2=1in+ 2 = 2, tada n nije prirodan broj, a u ostalim je slucajevima broj n prirodan
pa postoje 34 prirodna broja n koji zadovoljavaju uvjete zadatka. 1BOD
Za svaki takav n jednoznaéno je odreden prirodni broj m koji zadovoljava polaznu jednadzbu jer je ona
. 2016
ekvivalentnas m=2+ .
n+2
Dakle, postoje 34 uredena para (m, n) prirodnih brojeva zadovoljavaju jednadzbu
mn+ 2m — 2n = 2 020. 1 BOD

................................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Napomena: Ukoliko ugenik zna da je broj djelitelja broja 2 016 = 25 - 32 - 71 jednak
5+1)(2+1)(1+1)=6-3-2 =36, bodovati s 3 BODA.

Treci nadin:

Vrijedi mn+2m-—2n—4+4=2020. 1BOD
Nadalje je mn+2)—2(n+2)+4=2020 1 BOD
odnosno (m—-2)(n+2)=2016. 1 BOD
Broj n + 2 je djelitelj broja 2 016. 1BOD
Rastavimo broj 2 016 na proste faktore: 2016 =2-2-2-2-2-3-3-7=25.32.7, 1 BOD
Prirodni djelitelji broja2 016 su: 1, 2, 3,4, 6, 7, 8,9, 12, 14, 16, 18, 21, 24, 28, 32, 36, 42, 48, 56, 63,
72,84, 96, 112, 126, 144, 168, 224, 252, 288, 336, 504, 672, 1 008 i 2 016, ima ih 36. 3 BODA
Uslucajun+2 =1 i n+ 2 = 2 broj n nije prirodan.

Za preostalih 34 slucaja n je prirodni broj. 1 BOD

Inace, iz preostalih slucajeva slijedi da n moze biti:

1,2,4,5,6,7,10, 12, 14, 16, 19, 22, 26, 30, 34, 40, 46, 54, 61, 70, 82, 94, 110, 124, 142, 166, 222,

250, 286, 334, 502, 670, 1 006 i 2 014.

Za svaki takav n jednoznacno je odreden prirodni broj m koji zadovoljava polaznu jednadzbu jer je ona
2016

ekvivalentnas m=2+ .
n+2
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Inace, odgovarajuci broj m redom moze biti:

674, 506, 338, 290, 254, 226, 170, 146, 128, 114, 98, 86, 74, 65, 58, 50, 44, 38, 34, 30, 26, 23, 20, 18,
16, 14, 11,10, 9,8,6,5,41i 3.

Dakle, postoje 34 uredena para (m, n) prirodnih brojeva zadovoljavaju jednadzbu

mn + 2m — 2n = 2 020. 1 BOD
................................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Napomena 1:
Ukoliko u¢enik, nakon rastava broja 2 016 na proste faktore (i ostvarivanja prvin 5 BODOVA), krene
raspisivati rjeSenja jednadzbe i ne nade sva rjeSenja, moze dobiti maksimalno 3 od 5 BODOVA, i to:
o 3 BODA, u slucaju da nade 30 ili vise rjeSenja,
e 2 BODA, u slucaju da nade 15 ili viSe rjesenja,
e 1 BOD, u slucaju da nade 5 ili vise rjeSenja.

Napomena 2:
Iz (m — 2)(n + 2) = 2 016 mozemo zaklju¢iti i da je m — 2 djelitelj broja 2 016 = 25 - 32 -7,
Tada imamo 36 prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju taj uvjet, ali za to¢no 34 takva prirodna broja m
postoji prirodan broj n za koji je n =—2+&12 ,tf.zam—2=2016im — 2 = 1008 broj n nije
m

prirodan, dok je, u svim ostalim sluéajevima, n prirodan broj.
Bodovanje rjesenja, u tom je slucaju, u osnovi, istovjetno gore prikazanom.



