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Kongruencije, mali Fermatov teorem i Eulerov
teorem

Za dva cijela broja a i b kazemo da su kongruentni po modulu n ako je njihova
razlika a — b djeljiva s n. Moze se reéi i da su a i b kongruentni ako daju isti
ostatak pri dijeljenju s n. PiSemo:

a=b (modn) & nla—1>b

Kongruencijama se sluzimo jako slicno kao i znakom jednako, tj. mozemo ih
zbrajati, oduzimati, mnoziti, potencirati. Dakle, ako je a = b (mod n) i ¢ =
d (mod n), vrijedi:

e a+c=b+d (modn)
e a—c=b—d (modn)
e ac =bd (mod n)

e o = b™ (mod n), za bilo koji m € N. Oprez: obrat ne vrijedi, npr:
1°=20=64 (mod 7),ali1#2 (mod 7).

e am = bm (modn) = a=0b (mod m), gdje M(m,n) oznacava
najveéu zajednicku mjeru (djelitelj) brojeva m i n.

Fermatov (mali) teorem. Neka su a i p prirodni brojevi pri éemu je p prost.
Tada vrijedi a? = a (mod p).

Ekvivalentna formulacija: Neka su a i p cijeli brojevi pri ¢emu je p prost. Ako
M(a,p) = 1, tada vrijedi a?~! =1 (mod p).

Eulerov teorem. Neka su a i n prirodni brojevi takvi da je M(a,n) = 1. Neka
je ¢(n) broj prirodnih brojeva manjih ili jednakih n koji su relativno prosti s n.
Tada vrijedi a®™ = 1 (mod p).

Primijetiti: ¢(p) = p—1, za proste p, pa je Eulerov teorem generalizacija Ferma-
tovog teorema.

Eulerova ¢ funkcija ima i zatvorenu formulu:

w(n)zn(l—piJ (1—52)--'(1—2%) =pi e (= ) (e — 1),

te je multiplikativna: vrijedi ¢(1) = 11 p(mn) = p(m)e(n), za bilo koja dva
relativno prosta prirodna m,n.

Kod kongruencija korisno je znati ceste kvadratne, kubne i ostale ostatke koje
koristimo. Npr: kvadrat broja pri dijeljenju s 3 i 4 daje ostatke 0,1, modulo 8
daje 0, 1,4; kub prirodnog broja modulo 7 daje 0,1,6. Opcenito, m-ta potencija
prirodnog broja daje "malo” ostataka modulo n ako je m = ¢(n) (ti ostatci su 0
i1)ili 2m = ¢(n) (ti ostatci su 01 £1).



Zadatci

10.
11.
12.

13.

. Nadi sve prirodne z,y takve da je

. Dani su cijeli brojevi a, b takvi da je a® + b* djeljivo s 11. DokaZi da je tada

djeljivo i s 121.

. Nadi nenegativna cijela rjesenja jednadzbe 5™ - 7% 4 5™ + 77+ = 89,

. Nadi prirodna rjeSenja jednadzbe 6™ + 2" + 2 = 22,

2
x
Y prost broj.
Y

. Nadi prirodna rjesenja jednadzbe z! + y! + 2! = 2%

. Dokazi da je za sve prirodne brojeve n izraz n'® — n” djeljiv s 30.

Nadi sve prirodne n takve da je n! + 5 potpun kub.

. Nadi cjelobrojna rjesenja jednadzbe 2 — y? = 12600.

. Dokazi da postoji prirodan broj n takav da broj 3" zavrsava s 2019 nula i

jednom jedinicom.
DokaZi da ne postoji prirodan broj n takav da 41 | 33" + 1.
Nadi sve prirodne a, b, ¢ takve da je 3¢ + 4% = 5¢.

Dani su prirodni brojevi a, b, c. Neka je d najveca zajednicka mjera brojeva
1 1
a,b,c. Neka vrijedi — — i Dokazi da su brojevi abed i d(b— a) potpuni

_ a c
kvadrati.

Dani su prirodni brojevi x,y takvi da je 222 + 2 = 3y + y. DokaZi da su
brojevi x — y, 2x + 2y + 1 i 3x + 3y + 1 potpuni kvadrati.



