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Grupe, krivulje i b(r)ojanja

Uvod

Grupa je ureden par (G, *) nepraznog skupa G i binarne operacije x : G x G — G
koja je asocijativna, za koju postoji neutralni element e (takav da je a x e =
exa = a) te za svaki element a postoji inverzni element a=! (takav da je axa™! =
a~!xa =e). Ako uz to vrijedi da je operacija komutativna (a * b = b * a), onda

kazemo da je G Abelova (komutativna) grupa.

NpI’. (Zv +)7 (Q7+)a (Q\{O}v ')7 (Fp7+) i (Fp\{0}7) su komutativne grupe (]Fp
je skup ostataka modulo prost broj p). S druge strane, (N, +) nije grupa jer ne
postoji neutralni element, a (Ng, +) nije grupa jer ne postoje inverzni elementi.

Podgrupa grupe (G,x*) je podskup (H,*) < (G, x) zatvoren na * koji je i sam
grupa. Npr. 27 je aditivna podgrupa cijelih bojeva, a {2,4,1} je multiplikativna
podgrupa od F7\{0}. Obje ove pogrupe generirane su jednim elementom (2) koji
zovemo generatorom, a dobivenu podgrupu ciklickom. Red elementa je veli¢ina
ciklicke podgrupe generirane tim elementom (npr. red od 2 u multiplikativno]
F,\{0} je tri). Podgrupe mozemo generirati i s vise elemenata, ali ako ih je
konac¢no, kazemo da je podgrupa konacno generirana.

Prsten

Prsten je uredena trojka (R, +, X) nepraznog skupa R i dvije binarne operacije
+, X (2brajanje i mnozZenje) takve da je (R, +) Abelova grupa, da je x asocija-
tivno, te vrijede pravila distribucije

(a+b)xc=axc+bxe, 1 ax(b+c)=(axb)+ (axc).

Svi nasi prsteni bit ¢e komutativni (x) s jedinicom 1 € R (tako da je 1 x a =
a X1 =a). Npr. Z je prsten s uobi¢ajenim zbrajanjem i mnoZenjem. Za prost p,
ostaci pri dijeljenju s p, IF,,, ¢ine komutativan prsten s jedinicom.

Prsten cijelih brojeva moze se prosiriti na brojne nacine a da zadrzi mnoga bitna

svojstva, poput jedinstvene faktorizacije. Racunanjem u prstenu Z[\/g], moze se
pokazati da jednadzba x® + 48 = y* nema cjelobrojnih rjesenja .



Krivulje

Promotrimo jediniénu kruznicu z? + y?> = 1 i odredimo sve racionalne tocke
na njoj. Uzmimo jednu racionalnu tocku koju napamet znamo, npr. (—1,0).
Ako imamo neku drugu racionalnu toc¢ku (u,v), znamo da pravac kroz te dvije

tocke ima jednadzbu y — 0 = (x +1). Dakle, taj pravac ima racionalni
u

+1

koeficijent smjera (nagib).

To nam sugerira da sve racionalne tocke na kruznici mozemo naci na sljedeci
nacin: odaberimo racionalan broj ¢, odnosno cijeli broj m i prirodan n, provucimo
pravac kroz (—1,0) s nagibom t = m/n i ozna¢imo s (u,v) drugu tocku presjeka
tog pravca s jedini¢nom kruznicom. Nije tesko izracunati da je

1—t2 m?—n? 2t 2mn

12 miin? U:1+t2_m2—|—n2'

u

Zam > n, brojevi X = m?—n% Y = 2mn i Z = m?+n? su stranice pravokutnog

trokuta (X? 4+ Y? = Z2 slijedi zbog u? + v?> = 1). PuStanjem m i n kroz sve
prirodne brojeve takve da je m > n, dobivamo sve moguce Pitagorine trojke!

Na slican na¢in moguce ja odrediti sve racionalne tocke na bilo kojoj konici.

Rijesimo sljedeci
Zadatak 1. Postoji li kruznica i beskonacan skup tocaka na njoj takav da je

udaljenost svakih dviju od njih racionalna?

(Mediteransko matematicko natjecanje 1999.)



Elipticke krivulje

Za potrebe ovog predavanja, elipticka krivulja je glatka krivulja dana jednadzbom
E :y?z = 2 +axz2+bz*. Cedée radimo s verzijom krivulje bez z, y? = z3+az+b.
Ako (z,y) zadovoljava drugu jednadzbu, onda (z,y, 1) zadovoljava prvu, a ako
(z,y, z) zadovoljava prvu, onda (x/z,y/z) zadovoljava drugu jednadzbu. Razlika
izmedu te dvije jednadzbe je zapravo samo u jednoj tocki, kada je z = 0, dobivamo
tocke (0,y,0) (koje se razlikuju za faktor y od tocke (0,1,0)).

Glatkoca se moZe opisati algebarskim uvjetom, da je A = —16(4a® + 27b%) # 0,
ali u osnovi znaci da se u svakoj tocki krivulje moze povuéi to¢no jedna tangenta.
Npr. krivulja dana jednadZbom 3? = 23 nije elipticka, kao ni krivulja y? = 23 +22.

y?=_1r3—333—3 -yg=.1?3+:r y = —x
A = 2160 A=-64 A =064
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Tri elipticke krivulje
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Dvije kubiéne krivulje koje nisu glatke (pa ni elipticke)

Ako uzmemo dvije tocke na eliptickoj krivulji, P i ), te povuc¢emo pravac kroz
njih, vidimo da ¢emo dobiti jo§ jednu tocku presjeka pravca s krivuljom (sjecemo
jednadzbu treceg s jednadzbom prvog stupnja pa ocekujemo tri rjeSenja). To
nam omogucava da ‘“zbrojimo” dvije razli¢ite tocke na eliptickoj krivulji. No,
kako zbrojiti tocku samu sa sobom? Ako povuc¢emo tangentu na krivulju u toj
tocki, moguce je da to bude jedina toc¢ka presjeka tangente i krivulje (npr. ako
povucemo tangentu na krivulju u tocki na z-osi). Nadalje, $to bi nam mogao biti
neutralni element za takvu operaciju? Pa, prisjetimo se one jedne tocke "vigka"



koju dobivamo s jednadzbom y?z = x3+ax2?+bz3, tocke (0, 1, 0) koju zamisljamo
kao tocku u beskona¢nosti. Ona ¢e nam biti neutralni element O.

P+Q

P&2Q&R=0

Zbrajanje razlicitih tocaka Zbrajanje tocke same sa sobom

Zbhrajanje na eliptickoj krivulji

Na eliptickoj krivulji tocke P, () i R su kolinearne ako i samo ako je P+Q+R = O.

Jedan od najpoznatijih teorema (Mordell-Weilov) kaZe da je sve racionalne tocke
na eliptickoj krivulji moguée dobiti ovom operacijom zbrajanja pocevsi od ko-
na¢no mnogo tocaka, generatora, u kona¢no (ali proizvoljno) mnogo koraka.

Zadaci

2.

DZ

Za prirodan n > 1, neka je P, produkt svih prirodnih x < n takvih da
nlz® — 1. Za svaki n > 1, odredi ostatak koji P, daje pri dijeljenju s n.
(IMO Shortlist 2004)

Dokazi da postoji beskonacan skup tocaka ..., P_3, P9, Py, Py, Py, P5, P, . ..
u ravnini sa sljedeéim svojstvom: Za tri razli¢ita cijela broja a, b i ¢, tocke
P,, P, i P. su kolinearne ako i samo ako je a+b+c = 2014. (USAMO 2014.)

Za prirodan n > 1 neka je V,, = {1 +kn : k € N}. Broj m € V, je
nerastavljiv u V,, ako ne postoje p,q € V,, takvi da je pg = m. Dokazi da u
V,, postoji elementi koji se moze prikazati kao produkt nerastavljivih u V,
na vise od jednog nac¢ina (permutirane na¢ine smatramo istima).

Odredite postoje li dva beskonacna skupa tocaka A, As,...1 By, Bs,... u
ravnini, takva da za sve i, j, k (1 < i < j < k), vrijedi
(a) By je na pravcu koji prolazi kroz A; i A; ako i samo ako je k =i+ j.

(b) Ay je na pravcu koji prolazi kroz B; and B; ako i samo ako je k = i+.
(Mediteransko matematicko natjecanje 2008.)

Neka je A skup od N ostataka modulo N2. DokaZi da postoji skup B od
N ostataka modulo N? takav da A4+ B ={a+b:a € A, b€ B} sadrzi bar
pola svih ostataka modulo N?2.



Djelovanje grupa

Kazemo da grupa G djeluje na skup S ako je dano preslikavanje s G x A u A
(koje zapisujemo kao g - a,Vg € G,Va € A) sa sljede¢im svojstvima:

(1) g1-(g2-a) = (9192) - a, Vg1,92 € G,Va € A
(2) 1-a=a,Vac A

Djelovanje grupa definira relaciju ekvivalencije na skupu A, a klasu {g-a : g € G}
zovemo orbitom koja sadrzi a.

Apstraktna algebra u kombinatorici — Burnsideova lema

Burnside: Neka konac¢na grupa G djeluje na skup S, te oznacimo s NV broj orbita
tog djelovanja. Za pojedini element g € G oznacimo sa S, = {x € S : gz = x},
podskup od S koji ¢ fiksira. Tada je

1
N=—> 15,
|G]Z 9
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Nadimo broj bojanja vrhova pravilnog Sesterokuta u dvije boje, pri ¢emu bojanja
koja se mogu dobiti rotacijom smatramo istima. Oznac¢imo s 7 rotaciju za 60°.
Tada ciklicka grupa od Sest elemenata generirana s 7, djeluje na skup bojanja.

Elementi grupe mogu se zapisati kao permutacije: 7 = (1,2,3,4,5,6),7% =
(1,3,5)(2,4,6), 7% = (1,4)(2,5)(3,6),7* = (1,5,3)(2,6,4),7° = (1,6,5,4,3,2),
dok je 7% = e, identiteta.
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Rotacije pravilnog sesterokuta s vrhovima 1, 2, 3,4, 5, 6

(2042 +22 422+ 22+ 21) =& =14,

Tada je broj trazenih bojanja N = é



Zadaci

Rjesenja svih zadataka ovdje mogu se naci u [Walcott 2004].

7. Koliko zastava s 5 vertikalnih pruga jednake Sirine postoji, ako se svaka
pruga moze obojati jednom od ¢ boja? Pri tome zastave smatramo istima
ako se takvima mogu ¢initi zbog rotacije na jarbolu za zastavu.

Preokretanje zastave s pet pruga oko jarbola

8. Koriste¢i Burnsideovu lemu, odredi broj bojanja vrhova kvadrata u 3 boje
pri ¢emu istima smatramo bojanja koja se mogu dobiti rotacijama i reflek-
sijama.

DZ Dokazi da je broj bojanja n xn plo¢e u dvije boje, pri ¢emu rotirana bojanja
smatramo istima, jednak

% <2TL2 + 2|_n22+1j + 2 . 2Ln2T+3J> '

DZ Pokusajte dokazati Cauchyjev teorem: Neka je G kona¢na grupa. Ako prost
broj p dijeli |G|, tada u G postoji element reda p. Ako vam ne ide, pokusajte
uz dodatnu pretpostavku da je grupa komutativna.

Lagrangeov teorem: Ako je H podgrupa kona¢ne grupe G, onda |H| dijeli |G]|.

Cauchyjev teorem: Ako prost broj p dijeli red kona¢ne grupe G, onda u G
postoji element reda p.
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