DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta

Primosten, 5. travnja 2016.

Zadatak A-1.1.

Izra¢unaj zbroj
22+1 3 +1 100% + 1

2 1 T3 1 T o1

Rjesenje.
Oznad¢imo
B 22+1+32+1+ N 100% + 1
221 32-1 1002 — 1°

S

Zapisimo S u pogodnijem obliku:

S—22_1+2+32_1+2+ +1002—1+2
22 32 -1 1002 — 1
I R I (PR
- 22 1 32 -1 1002 — 1
=99 + 2 + 2 4t 2
N 21 32-1 1002 — 1°
Kako j 2 2 ! 1 ki k > 2, vidimo da vrijedi
akKo 1e = = — Za Svakl = 7Vl 1Mo da vrijedl
e 1" G-DE+D) k-1 k+1 )
S =99 + 2 + 2 4t 2 + 2
- 22 1 32-1 992 —1 1002 —1
_99+1 1+1 1+ +1 1+1 1
N 1 3 2 4 98 100 99 101
1 1 1
—99 4+ 14+ — -
+ +2 100 101
1014849
10100
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Zadatak A-1.2.

Dana je duzina AD duljine 3. Neka su B i C' (C # A) toc¢ke na kruZnici s promjerom AD takve
da vrijedi |AB| = |BC| = 1. Izrac¢unaj |C'D|.

Prvo rjesenje.

Neka je S srediste zadane kruznice, a T sjeciste duzina SB i AC.

C

Kut <ACD je pravi jer je obodni kut nad promjerom kruznice.

Uoc¢imo da vrijedi <ASB = <CSB, pa je <ABS = <CBS. Prema poucku S—K-S slijedi
da su trokuti ABT i C'BT sukladni. Posebno, vrijedi <ATB = <CTB, pa zaklju¢ujemo
AT B =90°, tj. AT L BS. Drugim rije¢ima, AT je visina trokuta ASB.

Neka je v, duljina visine trokuta ASB iz vrha S. Bududi da je [AB| =1, |AS| = 2, a trokut

ASB je jednakokracan, slijedi
3V /1)
=1(2) = (=) =Vv2
§ \/<2> <2> v2

Duljinu visine AT mozemo odrediti izrazavajué¢i povrsinu trokuta ASB na dva nacina:

|BS|-|AT| _ |AB|-v,
2 N 2

Odavde slijedi |AT| = 2—‘3/5, tj. |AC| = 2|AT| = 47‘/5 i kona¢no, prema Pitagorinom poucku,

(D] = JADE ~[ACP = L
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Drugo rjesenje.
Uoc¢imo da su kutovi <ABD i <ACD pravi jer su obodni kutovi nad promjerom kruznice.

Prema Pitagorinom pouc¢ku na trokut ABD slijedi da je
|BD| = \/|ADJ? — |ABJ? = 2V/2.

Oznac¢imo |CD| =z i |[AC| = y. Prema Pitagorinom poucku na trokut ACD slijedi da je
y*> = |AC)* = |AD]> — |CDJ? = 9 — a*.

Prema Ptolomejevom poucku za tetivni ¢etverokut ADCB vrijedi

y-|BD| = |AD|-|BC|+z-|AB|, tj. y-2V2=3+u.
3 2
Uvrstimo li y? = (—1-81:) u 3% = 9 — 22, dobivamo jednadzbu
372 4+22-21=0
s rjeSenjima r = —3ix = % Dakle, |CD| = %

Zadatak A-1.3.

Odredi sve trojke realnih brojeva (x,y, z) takve da vrijedi

1 1 1 1 1 1 1 1 1

) + — = = .
r y+z 3 y z4+x 5 z x+y 7

Rjesenje.
Iz prve jednadzbe svodenjem na zajednic¢ki nazivnik slijedi zz + xy = 3(x + y + 2). Analogno
zapiSemo i druge dvije jednadzbe pa dobivamo sustav u nesto drukc¢ijem obliku:

zrx+axy =3 +y+2), (1)
vy +yz =5 +y+2), (2)
yz+ze =T(x+y+2). (3)

Sustav moZemo rijesiti po zy, yz i zz na sljedeéi nadin. Zbrojimo li (1) i (2), te od zbroja
oduzmemo (3), dobivamo 22y = = + y + z. Na slican na¢in dobivamo 2yz = 9(z +y + 2) i
2z0 =5(x+y+ 2).
Dakle, vrijedi z +y + z = 22y = %yz = %zx.
Buduéi da iz zadanih jednadzbi znamo x # 0, y # 01 z # 0, zaklju¢ujemo 9z = by = z.

59 59 59
Uvrstavanjem u prvu jednadzbu dobivamo x = T Takoder imamo i y = 10’ z= 3

Provjerom lako utvrdimo da je

( )= (2259 59
LY =\ 187107 2

zaista rjesenje zadanog sustava.
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Zadatak A-1.4.

Neka su a, b i ¢ prirodni brojevi takvi da vrijedi

n b 1
c=a+—-— —.
a b
Dokazi da je ¢ kvadrat nekog prirodnog broja.
Rjesenje.
S . b1 bV —a .
Broj c je prirodan ako i samo ako jei — — 7= 2 prirodan broj.
a a
Zaklju¢ujemo da b mora dijeliti b — a, pa b dijeli a. Zato moZemo pisati a = kb za neki k € N.
b — b—k
Odavde je 2 ¢ _ o Dakle, b — k mora biti djeljiv i brojem b, i brojem k.
a
Zakljucujemo da b dijeli k i k dijeli b, pa slijedi b = k, a stoga i a = b,
Dakle,
b 1 b 1
= 7_f:b2 7_7:b2.
c=a+ b + 2 b

Zadatak A-1.5.

U ravnini je oznaceno 15 toc¢aka. Neke su obojene crveno, neke plavo, a ostale zeleno. Poznato
je da je broj crvenih tocaka veé¢i i od broja plavih i od broja zelenih tocaka. Zbroj duljina
svih duzina kojima je jedna krajnja tocka crvena, a druga zelena iznosi 31. Zbroj duljina svih
duzina kojima je jedna krajnja tocka zelena, a druga plava iznosi 25. Zbroj duljina svih duzina
kojima je jedna krajnja tocka plava, a druga crvena iznosi 5.

Odredi broj tocaka svake boje.

Rjesenje.

Neka su ¢, p i z redom brojevi crvenih, plavih i zelenih tocaka. Prema uvjetima zadatka vrijedi
c+p+z=15,c>pic> z.

Neka su C, P i Z redom proizvoljna crvena, plava i zelena tocka. Prema nejednakosti trokuta
vrijedi
|CP|+|PZ| > |CZ]|.

Zbrojimo li ove nejednakosti za sve crvene, plave i zelene tocke, dobivamo

5z 4 25¢ = 31p.

Analogno izvodimo

3lp 4+ 5z = 25¢, 25c+ 31p = 5z.
Uvrstimo li u prvu nejednakost ¢ = 15 — p — z, dobivamo 375 > 20z + 56p.
Dakle, vrijedi 375 > 56p, tj. p < 6.

Uvrstimo li z = 15 — ¢ — p u drugu nejednakost, dobivamo 75 4 26p > 30c. Zbog p < 6
zaklju¢ujemo 75 4 156 > 30c, tj. ¢ < 7.
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Uvrstimo li z = 15 — ¢ — p u prvu nejednakost, dobivamo 75 + 20c > 36p. Zbog ¢ < 7
zakljucujemo 75 + 140 > 36p, tj. p < 5. 1z 75+ 26p > 30c i p < 5 sada slijedi ¢ < 6.

Nadalje, z=15—p—c>15—-5—-6 =4.

Budu¢idajeb6>c>p, 6 =>2c>22>241ic+p+ 2z =15, zakljuCujemo da vrijedi c = 6, p = 5,
z=4ilic=6,p=4, z=05.

Sve tri nejednakosti koje smo dobili za ¢, p i z zadovoljava samo trojka ¢ =6, p =51 z =4, pa
je to jedina mogucnost.

Napomena: Buduéi da je u tekstu zadatka navedeno da je konfiguracija to¢aka dana, nije po-
trebno konstruirati primjer kako bi se pokazalo da su dobiveni brojevi moguci. No, primjer koji
to pokazuje je dan na sljedec¢i nacin.

Na brojevnom pravcu obojimo tocke oblika % (jer je z - p- ¢ =120), pri ¢emu su zelene tocke

za koje je k jednak —2, —1, 11 2; plave tocke za koje k iznosi 148, 149, 150, 151 i 152; te crvene
tocke za koje k iznosi 134, 135, 136, 174, 1751 176. Primjer smo konstruirali tako $to smo prvo

grupirali zelene tocke u 0, crvene u 133 i 12 5 plave u %8, te onda tocke razmaknuli.

120 1207
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta

Primosten, 5. travnja 2016.

Zadatak A-2.1.
Neka su a, b i c realni brojevi takvida jea+2b+c>0ia—2b+c <0.
Dokazi da vrijedi b% > ac.

Prvo rjesenje.

Promotrimo kvadratnu funkciju
f(z) = ar® + 2bx + c.
Iz uvjeta ¢itamo

a+2b+c>0 = f(1) >0, odnosno
a—2b+c<0 = f(-1)<0.

Buduéi da je f(—1) < 0, a f(1) > 0, zaklju¢ujemo da funkcija f mora imati nulto¢ku izmedu
—11i 1. Kako se radi o kvadratnoj funkciji, zaklju¢ujemo da f ima dvije (razli¢ite) realne
nultocke. Odavde slijedi da joj je diskriminanta pozitivna:

40* — dac >0 = b* > ac,

Sto je trebalo pokazati.

Drugo rjesenje.
Prema uvjetima zadatka vrijedi —2b < a + ¢ < 2b, tj. (a + ¢)* < 4b*.
Bududi da vrijedi (a + ¢)? > 4ac, slijedi 40* > 4ac, tj. b* > ac.

Zadatak A-2.2.

Odpredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) za koje postoje cijeli brojevi a, b i ¢ takvi da vrijedi

a+b+c=0 i >+ +F2=2"-3"
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Rjesenje.
Do rjesenja dolazimo analizom parnosti brojeva a, b i c.

Neka je 2% najveéa potencija broja 2 koja dijeli sva tri broja a, bi ¢, pri ¢emu je k > 0. Zapi§imo
a=2z, b=2%yic=2%2 za cijele brojeve z, y i z.

Barem jedan od brojeva z, y i z je neparan. Zbog x4y + z = 0 zakljucujemo da je to¢no jedan
od brojeva x, y i z paran, a druga dva su neparna. Zbog toga izraz x? + y? + 2? daje ostatak 2
pri dijeljenju s 4, tj. djeljiv je s 2, ali nije djeljiv s 4.
Buduéi da drugi uvjet iz zadatka glasi 22% (22 4 y% + 22) = 2™3", zaklju¢ujemo da mora vrijediti
m = 2k + 1 za nenegativan cijeli broj k.
Konstrukcijom primjera mozemo vidjeti da su svi parovi u kojima je m neparan, a n proizvoljan
prirodni broj doista rjesenja:

e m=2k+1,n =2l postizemo s a = 2¥3', b = —2F3!, c =0

e m=2k+1,n=2—1postizemo s a = b= 2+3!"1, ¢ = —2F+13I-1,

Zadatak A-2.3.

Neka je ABC trokut takav da je |[AB| > |AC|. Neka je t tangenta na opisanu kruznicu trokuta
ABC u to¢ki A. KruZnica sa sredistem u tocki A koja prolazi tockom C sijece stranicu AB
u to¢ki D, a pravac t u tockama E i F tako da su C'i E s iste strane pravca AB. Dokazi da
srediSte upisane kruznice trokuta ABC leZi na pravcu DFE.

Rjesenje.
Neka je <BAC = o, <CBA =1 <ACB = 7.

Neka je I’ presjek simetrale kuta <BAC i pravca DE. Dovoljno je pokazati da I’ leZi na
simetrali kuta <BCA, tj. da je <ACT' = 37.
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Bududi da je t tangenta na kruznicu opisanu trokutu ABC, vrijedi <DAF = <BAF = ~.

Kut <DAF je sredisnji, a <DEF obodni nad tetivom DF, pa je <DEA = <DEF = 1~.
Analogno, <DEC = 3<DAC = ;o

Kako je AI' simetrala kuta <BAC, vrijedi <I’AC = %a, pa zbog <I'AC = <I'EC zakljucu-
jemo da je AI'C'E tetivni ¢etverokut. Zato je

1
JACI' = <AEI' = <«FED = 37

Zadatak A-2.4.
Odredi sve trojke pozitivnih realnih brojeva (z,y, z) takve da vrijedi

1 1 1
4207+ — =1, P22+ — =1, 242+ — =1,
4z dx 4y

Prvo rjesenje.
Zbrajanjem jednadzbi dobivamo
x3+2x2+i+y3+2y2+i+z3+222+i:3 (*)
4z 4y 4z '
, . 3 2 1 . . “ . o, “qe .
Dokazat ¢emo da je x° + 22* + T > 1. Mnozenjem s 4z (Sto je pozitivno), vidimo da je ta

x
nejednakost ekvivalentna s 4z + 823+ 1 > 4x, odnosno s (222 + 2z — 1)? > 0, §to ocito vrijedi.

Stoga, da bi lijeva strana u (*) bila jednaka 3, u dokazanoj nejednakosti zapravo mora vrijediti
jednakost, odnosno mora biti 222 + 2z — 1 = 0.

~1++3

Rjesavanjem te kvadratne jednadzbe dobivamo da je x = 5

—1++3
2

. Bududi da je x pozitivan,

-1+3

slijedi da je z = 5

. Isto vrijedi za preostale nepoznanice, paje x =y =2z =
jedino rjesenje.
Drugo rjesenje.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostavitida jexz > yix > 2.
Vrijedi:
x:)’%—21y2+i :y3+222+i.
4z 4x

Prvi ¢lan na lijevoj strani je veéi (ili jednak) od prvog na desnoj strani, a tre¢i na lijevoj strani
je veéi (ili jednak) od treceg na desnoj, pa drugi na lijevoj strani mora biti manji (ili jednak)
od drugog na desnoj. Dakle, z >y, tj. x > 2z > y.

Medutim, tada je y® + 222 + ﬁ <23 +22% + %, a mora vrijediti jednakost, pa je x =y = 2.

Preostaje rijesiti jednadzbu 42* + 82% — 4r + 1 = 0. Jednadzbu moZemo zapisati u obliku

(222 + 21— 1)* =0,
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—1+v3

odakle slijedi 222 + 22 — 1 = 0. Jedino pozitivno rjeSenje te jednadzbe je x = 5

—1+v3
2

, pa je

rT=y=2z= jedino rjeSenje sustava.

Zadatak A-2.5.

Dana je ploca s 2016 redaka i 2017 stupaca. Je li moguée ukloniti dva polja u zadnjem stupcu
te ploce tako da dobivenu plo¢u mozemo prekriti bez preklapanja plocicama oblika kao na slici?
Plocice je dozvoljeno rotirati.

Rjesenje.
Napisimo u polja pocetne 2016 x 2017 ploce brojeve od 1 do 2017 rastu¢im redoslijedom u svaki
redak. Uklanjanjem dva zadnja polja uklanjamo brojeve 2017 i 2017.

Svaka plocica prekriva pet brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 5: kriz prekriva brojeve n, n — 1, n,
n+11n ¢iji je zbroj bn, dok pravokutnik 5 x 1 prekriva ili 5 istih ili 5 uzastopnih brojeva. Ako
bi trazeno poploc¢avanje bilo moguée onda bi zbroj svih brojeva prekrivenih plocicama morao
biti djeljiv s 5.

Za pocetni zbroj vrijedi

2017 - 2018

5 2016 =2017-2018- 1008 =2-3-3=3 (mod 5).

Uklanjanjem dva zadnja polja ukupni zbroj daje ostatak 4 pri dijeljenju s 5. Dakle, trazeno
poploc¢avanje nije moguce.

Drzavno natjecanje iz matematike 2016. 9/23



DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta

Primosten, 5. travnja 2016.

Zadatak A-3.1.
U konveksnom ¢etverokutu ABCD vrijedi |AD| = |CD| i <ADC = 90°. Ako je |AB| = a,
|BC| = b, |BD| = d, <ABC = (3, dokazi da vrijedi

2d* = a® + b* + 2absin .

Prvo rjesenje.

Neka je E tocka takva da je trokut BDFE jednakokrac¢an i pravokutan s pravim kutom u D, a
E i A su s iste strane pravca BD (tj. neka je tocka E dobivena rotacijom tocke B oko tocke D
za 90° u negativnom smjeru). Tada je |BE| = dv/2.

Tada je <EDA = 90° — <ADB = <BDC'. Buduéi da je |[AD| = |CD| i |DE| = |DB|, prema
S-K-S poucku o sukladnosti, trokuti EAD i BCD su sukladni. Zato je |AE| =b.

Vrijedi
IFEAB = 360° — <EAD — <DAB = 360° — <DCB — <DAB = <ADC + <ABC = 90° + .
Primjenom poucka o kosinusu na trokut ABFE dobivamo

2d* = a* + b* — 2abcos(90° + B) = a* + b* + 2absin B.

Napomena: Ovisno o kutu 3, moguée je da umjesto <FAB = 90° 4 3 vrijedi
IEAB = <FEAD + <DAB = <DCB + <DAB = 360° — <ADC — <ABC = 270° — 3.

Tvrdnja zadatka vrijedi u oba slucaja.
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Drugo rjesenje.

Oznacimo |AD| = |CD| = ¢, <BAD = «, <BCD = v, <BDC = «;. Iz kosinusovog teorema
primijenjenog na trokute BC'D i ABD dobijemo

b =d* + 2 — 2dccos a, a® = d* 4 ¢ — 2dccos(90° — ay) = d* 4 ¢ — 2desin a;.

D c C

e

Zbrajanjem gornjih jednadzbi slijedi

2d% = a% + b? — 2¢% + 2desin o + 2de cos oy .

Teorem o sinusima primijenjen na trokut BC'D nam daje

d b . : .
— = — , tj. dsina; = bsin~y,
siny  sino

a primijenjen na trokut ABD daje

d a a ) .
- = — = , tj. dcosa; = asina.
o
sina  sin(90° — ;)  cosa

Ako to uvrstimo u jednadzbu za 2d?, dobijemo

2d% = a® + b* — 2¢* + 2besiny + 2acsin a.

Na kraju, uo¢imo da povrsinu ¢etverokuta ABC'D mozemo izraziti na dva nacina, kao zbroj
povrsina trokuta ABC'i ADC' te kao zbroj povrsina trokuta ABD i BC'D. To nam daje

1 1
iabsinﬁ + 502 = §acsinoz + §bcsin7.

Dakle,
2absin B = 2besiny + 2acsin a — 2¢2,

iz Cega slijedi
2d? = a? + b% + 2absin B.
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Zadatak A-3.2.

Dokazi da ne postoji prirodan broj k takav da su
k+4 i k>+5k+2
kubovi nekih prirodnih brojeva.

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje prirodni brojevi m i n takvi da je
k+4=m* i kK*+5k+2=n"
Tada je umnozak
(k +4)(k* + 5k + 2) = k* + 9k* + 22k + 8 = (mn)?
takoder kub prirodnog broja.
Buduéi da je
(k+2)° = k* + 6k* + 12k + 8 < k* + 9k* 4+ 22k + 8 < k* + 9k* + 2Tk + 27 = (k + 3)°,

dobili smo da je (mn)? smjesten izmedu dva uzastopna potpuna kuba, §to je nemogudée. Slijedi
da ne postoji prirodan broj k£ sa zadanim svojstvom.

Drugo rjesenje.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji prirodan broj k takav da su k + 4 i k? + 5k + 2 kubovi

nekih prirodnih brojeva. Za svaki prirodan broj n vrijedi da je

n*=0,1ili6 (mod 7).

Ako k + 4 daje ostatak 0, 11ili 6, onda k daje redom ostatak 3, 4 ili 2 pri dijeljenju sa 7. Tada
izraz k% + 5k + 2 daje redom ostatak 5, 3 ili 2 pri dijeljenju sa 7, §to je kontradikcija. Slijedi
da takav prirodan broj k ne postoji.

Zadatak A-3.3.

Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi za koje vrijedi zyz = 1. Dokazi nejednakost

2 +2 542 542 x 2
+ 4= >3<+y+).
x3 Y3 z3 Yy z x

Drzavno natjecanje iz matematike 2016. 12/23



Rjesenje.

Lijevu stranu dane nejednakosti mozemo zapisati kao
1 1 1
x3+y3+z3+2<3+3+3>.
3y z

Iz A—G nejednakosti slijedi

Stoga vrijedi

1

294+2 yf+2 542 11
+4 + >+ PP+ + S+ S+ 5 +3
x3 oy z3

T3 y3 23

3
3 1 3 1 3 1
=|x +E—|—1 -+ Yy +;+1 + 1|z +E+1
A-G 3:173 3y3 3Z3
3’/E+3 S35

xr z
3(+y+>,
y z x

\%

Sto je i trebalo dokazati.

Zadatak A-3.4.

Neka je H ortocentar siljastokutnog trokuta ABC'. KruZnica opisana trokutu ABH ima srediste
S i sijece duzinu BC' u tockama B i D. Neka je P presjek pravca DH i duzine AC, te neka je
() srediste opisane kruznice trokuta ADP.

Dokazi da je cetverokut BDQS tetivan.

Prvo rjesenje.
Neka je E presjek pravaca BH i AC.

Drzavno natjecanje iz matematike 2016. 13/23



Tada je <SBD = 90° — %<IDSB =90° — <PHE = <FPH = 180° — <APD.

Ako je M poloviste duzine AD, onda su M, @ i S kolinearne i vrijedi <DQM = $<AQD =
180° — <<APD = <SBD.

Dakle, BD@S je tetivan cetverokut.

Drugo rjesenje.
Oznacimo o = <CAB i = <ABC.

Bududéi da je S srediSte kruznice opisane trokutu ABD, po teoremu o sredi§njem i obodnom
kutu vrijedi <ASD = 20.

Duzina QS je spojnica sredista dviju zadanih kruZnica, pa je pravac Q.S okomit na zajednicku
tetivu AD tih kruznica. Zato je <QSD = 1< ASD = j.

Zaklju¢ujemo da je dovoljno dokazati da tocka Q lezi na AB jer je tada <QBD = 8 = <QSD.

Neka je @' presjek simetrale duzine AP i duzine AB. Tada u jednakokra¢nom trokutu APQ’
vrijedi <AQ'P = 180° — 2a.

Zbog tetivnosti ¢etverokuta ABDH vrijedi <ADH = <ABH = 90° — «, pa zaklju¢ujemo da
je D na kruznici sa sredistem u @’ i polumjerom |Q'P| = |Q'A|, tj. Q' = Q. Dakle, Q lezi na
AB i dokaz je gotov.
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Zadatak A-3.5.

Dana je ploc¢a s 2016 redaka i 2017 stupaca. Je li moguée ukloniti dva polja u zadnjem stupcu
te ploce tako da dobivenu plo¢u mozemo prekriti bez preklapanja plocicama oblika kao na slici?
Plocice je dozvoljeno rotirati.

Rjesenje.
Napisimo u polja pocetne 2016 x 2017 ploce brojeve od 1 do 2017 rastu¢im redoslijedom u svaki
redak. Uklanjanjem dva zadnja polja uklanjamo brojeve 2017 i 2017.

Svaka ploc¢ica prekriva pet brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 5: kriz prekriva brojeve n, n — 1, n,
n+11n ¢iji je zbroj bn, dok pravokutnik 5 x 1 prekriva ili 5 istih ili 5 uzastopnih brojeva. Ako
bi trazeno poploc¢avanje bilo moguée onda bi zbroj svih brojeva prekrivenih ploc¢icama morao
biti djeljiv s 5.

Za pocetni zbroj vrijedi

2017 - 2018

5 2016 =2017-2018- 1008 =2-3-3=3 (mod 5).

Uklanjanjem dva zadnja polja ukupni zbroj daje ostatak 4 pri dijeljenju s 5. Dakle, trazeno
poploc¢avanje nije moguce.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta

Primosten, 5. travnja 2016.

Zadatak A-4.1.
Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve x,y € R vrijedi

fley+1) = fla)fly) = fly) —z+2.

Prvo rjesenje.
Neka je f(0) =ai f(1) =b.

Uvrstavanjem = = 0 u pocetnu jednadzbu slijedi

b={(a—1)f(y)+2.

Za a # 1 slijedi da je f(y) = b
a—

da konstantna funkcija nije rjesenje.

] za svaki y € R. Uvr§tavanjem u pocetnu jednadzbu vidimo

Znaci da mora biti a = 1, pa je b = 2.
Ako sad uvrstimo y = 0 u pocetnu jednadzbu, dobijemo
b=f(x)-a—a—x+2, tj. 2= f(zr)—x+1.

Slijedi f(z) =z + 1.
Provjerom vidimo da je to zaista rjesenje.
Drugo rjesenje.
Uvrstavanjem x = 0 u danu jednadzbu dobijemo

fO)=fO) )= fy)+2,  ti. fO)fy)=[fly)+f1)-2 VyeR,

a uvrstavanjem y = 0 dobijemo

f) =f@)f0) = f0)—z+2, tj. fO)f(z)=f0)+f1)+z—-2 VreR
Slijedi da je
fl@)+ f(1)—2=f0)+ f(1)+z—2, VreR,
odnosno f(z) =z + f(0).
Uvrstimo li to u pocetnu jednadzbu, dobijemo

zy+ 1+ f(0) =zy+ f(0) -2+ f(0) -y + f(0)* —y — f(0) —z + 2,

odnosno faktoriziranjem

(fO)=D(fO)+x+y—1)=0.
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Uvrstavanjem x = y = 0 u gornju jednadzbu slijedi da je f(0) =1 i, kona¢no,

flz)y=x+1, VzeR.

Provjerom vidimo da je to zaista rjesenje.

Zadatak A-4.2.

U jednom retku redom su napisani brojevi 1, 2, ..., 2016. U svakom iduc¢em retku napisani
su redom zbrojevi dvaju susjednih brojeva. Npr. u drugom retku su napisani brojevi 3, 5, ...,
4031. U zadnjem retku je samo jedan broj. Koji je to broj?

Prvo rjesenje.

Matematickom indukcijom po n dokazujemo da brojevi u n-tom retku ¢ine aritmeticki niz s
razlikom 271,

Za n = 2 tvrdnja vrijedi, Sto vidimo direktno iz ¢injenice da su u drugom retku napisani
uzastopni neparni brojevi.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1 (n > 1). Neka su A, B i C tri uzastopna broja u
(n—1)-om retku te A+ B i B+C' uzastopni brojevi u n-tom retku. Prema pretpostavci indukceije
vrijedi B—A=C—-B =2"2 paje (B+C)—(A+B) = (C—B)+(B—A) = 2" 242772 = 2n~1,

Time smo pokazali da brojevi u n-tom retku ¢ine aritmeticki niz s razlikom 271,

Neka je a, prvi broj u n-tom retku. Za sve n € {2,...,2016} vrijedi
Up = Qp_1 + a1+ 272 =2a,_1 + 2" 2.

Koriste¢i ovu relaciju i a; = 1, indukcijom lako dokazujemo da je a, = (n + 1) - 272,

Dakle, trazeni broj je aggg = 2017 - 22914,

Drugo rjesenje.

Uoc¢imo da brojeve u drugom retku mozemo zapisati na sljedeé¢i nac¢in: 3 =142, 5 = 2 + 3,
..., 4031 = 2015 + 2016. To nazivamo standardnim rastavom elemenata drugog retka.

Za elemente u n-tom retku rekurzivno mozemo definirati standardni rastav. Tako je standardni
rastav j-tog elementa u n-tom retku zbroj oblika

2016

Z pn,j,k : k?
k=1

pri ¢cemu brojevi py, jx, zbog nacina na koji dobivamo elemente, zadovoljavaju relaciju

DPnjk = Pn—1,jk T Pn—1,j+1k-
Zan =1 imamo p; jr = 0 ako je j # k te py = 1.

Zafiksni k € {1,...,2016} trokut koji formiraju elementi mozemo prekriti Pascalovim trokutom
kojemu je vrh u broju £ u prvom retku. Za j-ti element u n-tom retku pripadni p, ; iz
standardnog rastava jednak je binomnom koeficijentu u Pascalovom trokutu iz k£ koji prekriva
taj element, tj. tvrdimo da vrijedi

—1
Pnjk = (n _71l+j B k’) za max{l,k—n+1} <j < min{k, 2017 — n}.
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To mozemo lako dokazati induktivnim zakljuCivanjem pon. Zan=1je pipr =1 = (8). Ako
pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n i max{1,k —n+ 1} < j < min{k, 2017 — n}, onda zbog
Pascalove formule imamo

B n B n—1 n n—1 B n
pn+1,j,k_pn,],k pn,]+1,k— n—l—i—j—k n—F]—/{I — n—i-j—k .

Time je tvrdnja dokazana.

2015
U zadnjem retku imamo jedan broj za ¢iji standardni rastav vrijedi pagisir = (2016 k)’

stoga je trazeni broj jednak

2016 2015 2016 2015 2016 2015 2016 2015
k = k = k—1
2 <2016—k:> 2 (k—1> 2 )<k—1>+z<k—1>

k=1 k=1

W 2014) W (2015
=2015- Y ( + ( )

a\k-2) o \k-1
= 2015 - 2201 4 22015 — 9017 . 22014

Zadatak A-4.3.
U konveksnom ¢éetverokutu ABC D vrijedi

<IBAC = 48°, <CAD = 66°, <CBD = <DBA.

Odredi kut «<BDC.

Prvo rjesenje.
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Neka je ¢ = <CBD = <DBA. Iz trokuta ABD imamo:

<ADB = 180° — <BAD — <DBA
= 180° — («BAC + <CAD) — <DBA
— 180° — (48° + 66°) — ¢
= 66° — .

Oznac¢imo li na dijagonali BD to¢ku E takvu da je <FAD = <ADE = <ADB = 66° — ¢,
zaklju¢ujemo da je trokut £ DA jednakokrac¢an s osnovicom DA te da je <CAE = ¢ = <DBA.

Takoder je <CAE = ¢ = <CBD = <CBF pa je ¢etverokut ABC'E tetivan. Time je <ECA =
<EBA = <DBA = ¢, a trokut EAC jednakokrac¢an s osnovicom AC.

Bududéi da je |[ED| = |[EA| = |EC]|, totka E je srediste kruznice opisane trokutu ACD i po
teoremu o obodnom i sredi$njem kutu je <CED = 2<CAD = 132°.

Konatno je <BDC = <EDC = <DCE = }(180° — <CED) = 24°.

Drugo rjesenje.

Neka je totka G presjek opisane kruznice trokuta DAC i dijagonale BD. Tada je
<BGC =180° — <CGD = 180° — <CAD = 180° — 66° = 114° = <BAD.

Bududi da je <CBG = <GBA, slijedi da trokuti CGB i DAB imaju iste kutove, pa je
<GCB = <ADB.

Cetverokut AGCD je tetivan, pa zakljutujemo da je <ACG = <ADG = <GCB. Dakle, G
lezi na simetrali kuta <ACB, pa je G srediSte upisane kruznice trokuta ABC.

Bududi da je cetverokut AGCD tetivan i AG je simetrala kuta <BAC, slijedi da je

<BDC = <GDC = <GAC = ;<IBAC = 24°.
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Trece rjesenje.
Neka je E proizvoljna toc¢ka na pravcu AB takva da je A izmedu B i E.

Buduéi da je <DAE = 180° — <BAC — <CAD = 66°, slijedi da je pravac AD simetrala
vanjskog kuta trokuta ABC u tocki A.

D

B A B

Tocka D lezi i na simetrali unutarnjeg kuta <C'BA, pa zaklju¢ujemo da je D srediSte kruznice
pripisane trokutu ABC i da je C'D simetrala vanjskog kuta u vrhu C.

Oznacimo <CBA = <CBF = 2z. Slijedi

1 1
<DCA = J(ABAC + <OBA) = S (48° +22) = 24° + o

Neka je S sjeciste dijagonala AC' i BD. Tada je <DSA = <BAC +<DBA = 48° + x i vrijedi

IBDC = <DSA — <DCA = (48° + z) — (24° + z) = 24°.
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Zadatak A-4.4.

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (m,n, k) takve da vrijedi 3™ + 7" = k2.

Rjesenje.

Bududi da je 7" = k% —3™ djeljivo sa 7, slijedi da k2 i 3™ moraju davati isti ostatak pri dijeljenju
sa 7, a to je moguce samo ako je m paran broj.

Dakle, m = 2l za neki prirodan broj [, pa mozemo pisati
T = (k —3Y(k + 3.
Iz gornje jednadzbe slijedi da su oba faktora potencije od 7, tj.

k-3 =7
k+3 =7,

gdje su a i b neki nenegativni cijeli brojevi (a < b).

Oduzimanjem prve jednadzbe od druge dobijemo
2.3 =70 — 7" =77 —1).
Buduéi da 2 - 3’ nije djeljivo sa 7, slijedi da je a = 0 i

1+2-3 =1

Zal=1dobijemodajem =2, b=1ik=4,pajen=1.
Ako je [ > 2, onda 7° =1 + 2 - 3! daje ostatak 1 pri dijeljenju s 9.

Promatrajuéi ostatke potencija broja 7 pri dijeljenju s 9 zaklju¢ujemo da b mora biti djeljiv s
3, tj. b = 3s za neki prirodan broj s.

Zbog formule za razliku potencija 7° — 1 je djeljivo sa 7> — 1 = 342 = 2 - 32 - 19.
Dakle, 19 dijeli 7° — 1. No, s druge strane, nemoguée je da je 2 -3' = 7° — 1 djeljivo s 19.
Jedino rjesenje je (m,n, k) = (2,1,4).

Zadatak A-4.5.

U utrci sudjeluje 200 biciklista. Na pocetku utrke biciklisti su poredani jedan iza drugoga.
Kazemo da neki biciklist prefjece ako mijenja mjesto s biciklistom neposredno ispred sebe.
Tijekom utrke poredak se mijenja samo kad neki biciklist pretjece.

Neka je A broj svih moguéih poredaka na kraju utrke u kojoj je svaki biciklist pretjecao to¢no
jednom, te neka je B broj svih mogué¢ih poredaka na kraju utrke u kojoj je svaki biciklist
pretjecao najvise jednom. Dokazi da vrijedi

2A=B.
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Prvo rjesenje.

Neka je A, odnosno B,, broj svih mogué¢ih poredaka n biciklista na kraju utrke u kojoj je
svaki biciklist pretjecao to¢no, odnosno najvise, jednom. Oznac¢imo bicikliste na pocetku utrke
brojevima od 1 do n.

Prvo promotrimo poredak na kraju utrke u kojoj je svaki biciklist pretjecao najvise jednom.
Biciklist s oznakom n moze biti na zadnjem ili predzadnjem mjestu jer ne moze pretjecati vise
nego jednom:

e ako je n na zadnjem mjestu, onda taj poredak mozemo dobiti tako da samo prvih n — 1
biciklista pretjece — takvih poredaka ima B,

e ako je n na predzadnjem mjestu, onda taj poredak mozemo ostvariti i tako da n pretjece
u posljednjem pretjecanju, a prije toga su pretjecali samo neki od prvih n — 1 biciklista —
takvih poredaka ima B,,_.

Time smo dokazali da je B, = B,_1 + B,_1 = 2B,_;. Bududi da je By = 2, slijedi da je
B = BQOO = 2199.

Sada promotrimo poredak na kraju utrke u kojoj je svaki biciklist pretjecao to¢no jednom.
Neka je k najmanji broj takav da je biciklist k + 2 pretjecao prije biciklista k+ 1. Tada konacni
poredak mora biti 2, 3, ..., k —1, 1, k, z, ..., y jer je biciklist k£ 4+ 2 onemoguéio mijeSanje
biciklista s oznakama od 1 do k s biciklistima s oznakama ve¢ima od k, te je jedino moguce
da su biciklisti od 1 do k pretjecali sljede¢im redom: 2, 3, ..., k, 1. Time smo pokazali da je
poredak odreden odabirom broja k (koji moze biti bilo koji broj od 0 do n — 2) i poretkom
oznaka od k 4+ 1 do n (kojih ima kao i poredaka u utrci s n — k biciklista, tj. A, _x), pa vrijedi

Ap=Apyy+ Apg 4o+ Ay + 1.

Bududi da je Ay = 1, indukcijom lako pokazujemo da je A, = 2"72 za sve prirodne brojeve
n > 1. Zato je 2A = 2A599 = 2199 = B,

Drugo rjesenje.

Dokazat ¢emo tvrdnju direktno za utrke s n biciklista. Svaki poredak biciklista odgovara
permutaciji skupa {1,...,n}. Svaka permutacija se moze prikazati kao kompozicija permutacija
u kojima to¢no dva elementa mijenjaju mjesto. Iako se svaka permutacija moze prikazati na
viSe razli¢itih nacina, poznat je rezultat da je parnost potrebnog broja takvih zamjena ista
za sve moguce nacine. Zato poredak mozemo zvati paran, odnosno neparan, ako je dobiven
parnim, odnosno neparnim, brojem pretjecanja.

Lema. Ako je neki poredak dobiven tako da je svaki biciklist s oznakama iz nekog podskupa
S C {1,...,n} pretjecao to¢no jednom, te su j i k najmanje oznake koje nisu u S, onda isti
poredak mozemo dobiti tako da svaki biciklist iz skupa S U {j, k} pretjece to¢no jednom.

Dokaz leme. Biciklisti su podijeljeni u tri grupe tako da biciklisti iz razli¢itih grupa nisu
mijenjali mjesto. Te grupesu {1,...,5—1}, {j,...,k—1}i{k,...,n}. Bilo koja dva pretjecanja
u razli¢itim grupama mozemo raditi u bilo kojem poretku. Jasno je da ¢emo u prvoj i trecoj
grupi posti¢i Zeljeni raspored na isti nacin kao i bez pretjecanja biciklista j i k.

Dakle, trebamo dokazati da poredak j, ..., k— 1, k koji se dobiva bez koristenja j i kK mozemo
dobiti i koristenjem svih tih brojeva. Zbog ovoga, bez smanjenja opcenitosti dovoljno je dokazati
lemu za 7 =11k =mn. Tu tvrdnju zovemo Tvrdnja 1.
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Tvrdnja 2. Ako neki raspored mozemo dobiti koriStenjem svih pretjecanja osim n, onda taj isti
raspored mozemo dobiti tako da ne koristimo pretjecanje 1, a koristimo pretjecanje n (i sva
ostala).

Tvrdnje 1 i 2 paralelno dokazujemo jakom indukcijom po n. Baza indukcije je trivijalna.
Pretpostavimo da tvrdnje 1 i 2 vrijede za sve brojeve manje od n. Za tvrdnju 1 imamo poredak
koji smo dobili bez koriStenja pretjecanja biciklista 1 i n. Taj poredak nuzno mora biti 2, 3,
o k—=1,1, 2, ..., y, n, pri ¢emu k moze biti bilo koji broj od 0 do n. Taj poredak mozemo
dobiti i tako da se prvo provedu sva pretjecanja od 2 do k—1, pa onda dodamo novo pretjecanje
biciklista k£ i 1, te konac¢no u nekom poretku pretjecanja svih biciklista od k do n koje daje
trazeni raspored prema pretpostavci za tvrduju 2 (i za poredak z, ..., y, n).

Za tvrdnju 2 zaklju¢ujemo na slican nacin. Imamo poredak u kojem je n na kraju i n nije
pretjecao. Taj poredak nuzno mora biti 2, 3, ..., k—1, 1, k, ..., n. Bez smanjenja opc¢enitosti
mozemo pretpostaviti da smo taj poredak dobili tako da su pretjecali biciklisti 2, 3, ..., k —1,
k, pa 1, pa svi ostali biciklisti osim n. Sad opisujemo drukéiji nac¢in u kojem biciklist 1 necée
pretjecati, ali n hoce. Prvo pretjecu biciklisti 2, ..., £ —1, te nakon toga za bicikliste od k do n
prema pretpostavci indukeije koristimo tvrdnju 1 (u poc¢etnom na¢inu smo promatrani poredak
od k do n dobili bez pretjecanja biciklista £ jer je to pretjecanje bilo iskoriSteno u zamjeni £ i
1, i bez pretjecanja biciklista n, a novi nac¢in za isti poredak dozvoljava i k i n). Time je dokaz
leme gotov.

Lema pokazuje da se svaki poredak koji mozemo dobiti tako da svaki biciklist pretjece naj-
vise jednom mozemo dobiti i s ve¢im brojem pretjecanja iste parnosti (stalno dodajemo dvije
najmanje oznake koje nemamo u skupu oznaka biciklista koji pretjec¢u), tj. svi poretci su ili
dobiveni s n — 1 pretjecanja ili s n pretjecanja. Broj poredaka dobivenih s n pretjecanja je A.

Izmedu poredaka dobivenih s n pretjecanja i poredaka dobivenih s n — 1 pretjecanja postoji
bijekcija koja je dana izostavljanjem pretjecanja biciklista n. Zato je B = 2A.
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