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Funkcijske jednadºbe

Uvod i osnovne ideje

U ovom predavanju obradit ¢emo neke poznate funkcijske jednadºbe i osnovne
ideje rje²avanja takvih jednadºbi.

Uobi£ajeno je po£eti sa Cauchyjevom jednadºbom: na¢i sve funkcije f : R → R
za koje vrijedi

f(x+ y) = f(x) + f(y), za svaki x, y ∈ R.

Intuicija nam kaºe da bi jedina rje²enja gornjeg problema trebala biti linearne
funkcije oblika f(x) = cx, no vidjet ¢emo da su za to potrebni i neki dodatni
uvjeti.

Najprije primjetimo da ako uvrstimo y = 0 dobivamo f(0) = 0. Zatim se jed-
nostavno moºe indukcijom pokazati da vrijedi f(nx) = nf(x), za svaki n ∈ N i
svaki x ∈ R. Lako vidimo mf(nx/m) = f(nx) = nf(x), pa je f(qx) = qf(x), za
svaki q ∈ Q, q > 0. Uvr²tavanjem x i −x dobivamo da je f neparna, dakle imamo
f(qx) = qf(x), za svaki q ∈ Q. Dakle, ako stavimo f(1) = c i x = 1 dobili smo
da se f podudara na Q s o£ekivanim rje²enjima. No, uz zadane pretpostavke ovo
nikako ne moºemo pro²iriti na R.
Ako je zadan bilo koji od sljede¢ih uvjeta, tada su sva rje²enja Cauchyjeve jed-
nadºbe oblika f(x) = cx.

• f je neprekidna

• f je ograni£ena odozgo (ili odozdo) na nekom intervalu

• f je monotona na nekom intervalu

U slu£aju da nije zadan niti jedan dodatni uvjet, eksplicitna konstrukcija rje²e-
nja razli£itog od cx nije mogu¢a. Da bismo ilustrirali otprilike kako izgledaju,
promatrajmo sve realne brojeve oblika p + q

√
2, p, q ∈ Q. Ozna£imo skup svih

takvih brojeva s Q[
√
2]. Primjetimo da je Q[

√
2] zatvoren na zbrajanje i svaki

element ima jedinstven zapis u obliku p+ q
√
2. Zato moºemo de�nirati

f(p+ q
√
2) = ap+ bq,

za neke a, b ∈ R. Lako se provjeri da f zadovoljava Cauchyjevu jednadºbu, i da
ako b/a 6=

√
2, f nije restrikcija linearne funkcije. Funkciju f je mogu¢e pro²iriti

na cijeli R tako da i dalje zadovoljava Cauchyjevu jednadºbu koriste¢i Hamelovu
bazu. (Hamel je pokazao da postoji skup S ⊆ R (beskona£an) takav da se
svaki x ∈ R moºe na jedinstven naºin napisati kao kona£na linearna kombinacija
elemenata iz S, tj. postoje x1, . . . , xn ∈ Q i s1, . . . , sn ∈ S takvi da je x =
x1s1 + · · ·+ xnsn).

Sada ¢emo navesti osnovne korake rje²avanja funkcijskih jednadºbi:



• poga�anje rje²enja: sjetite se poznatih formula za elementarne funkcije (li-
nearne, trigonometrijske, eksponencijalne, itd.), poku²ajte uvrstiti polinom
nekog stupnja pa traºiti koe�cijente

• poku²ajte na¢i vrijednosti u nekim to£kama, naj£e²¢e f(0), f(1), f(−1)

• svo�enje na Cauchyjevu jednadºbu

• ispitajte injektivnost, surjektivnost, (parnost, neparnost, periodi£nost)

• indukcija (kao u Cauchyjevoj jednadºbi)

• na¢i mogu¢e nulto£ke

• uvr²tavanje razli£itih funkcija umjesto x i y, po mogu¢nosti da se ne²to
pokrati ili da neki argumenti postanu jednaki (ovo je najvaºniji i najkom-
pliciraniji korak, ponekad je vrlo te²ko pogoditi ²to uvrstiti)

Zadaci

1. Na�ite sve monotone funkcije f : R→ R takve da je

f(x+ y) = f(x) + f(y) + f(x)f(y).

2. Odredite sve funkcije f : Z→ Z za koje vrijede sljede¢a dva uvjeta:

(i) f(n)f(−n) = f(n2) za sve n ∈ Z,
(ii) f(m+ n) = f(m) + f(n) + 2mn za sve m,n ∈ Z.

3. Na�ite sve monotone funkcije f : R+ → R+ takve da je

f(x)f(y) = f(x+ y)(f(x) + f(y)).

4. (USAMO, 2015) Odredite sve funkcije f : Q→ Q za koje vrijedi

f(x) + f(t) = f(y) + f(z)

za sve x, y, z, t ∈ Q takve da x < y < z < t £ine aritmeti£ki niz.

Rje²enje. Pokaºite

f(x) + f(y)

2
= f(

x+ y

2
),∀x, y ∈ Q

pa svedite na Cauchyjevu jednadºbu.

5. Na�ite sve funkcije f : Q→ Q za koje vrijedi

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y),

za sve x, y ∈ Q.
Rje²enje. O£ito je f(0) = 0. Indukcijom pokaºite f(nx) = n2f(x), za sve
n ∈ N. Pokaºite da je f parna. Dalje kao u Cauchyjevoj jednadºbi.



6. (Makedonija, 2011) Na�ite sve funkcije f : R→ R takve da za svaki x, y ∈ R
vrijedi

f(x+ yf(x)) = f(f(x)) + xf(y).

Rje²enje. Pretpostavimo da je f traºena funkcija i da je f(a) = 0. Ako
uvrstimo (a, y) u jednadºbu dobivamo 0 = af(y), pa ako f 6= 0 jedina
mogu¢a nulto£ka je u x = 0. Pretpostavimo da je x ∈ R takav da je
f(x) 6= x (tada mora biti f(x) 6= 0). Stavimo y = (f(x) − x)/f(x) 6= 0 i
uvrstimo (x, y) u jednadºbu. Dobivamo f(f(x)) = f(f(x)) + xf(y). Tada
je xf(y) = 0, pa je x = 0. Slijedi f(x) = x za svaki x ∈ R, x 6= 0. Sada
lako slijedi f(0) = 0.

7. (Srbija, 2014) Na�ite sve funkcije f : R→ R za koje vrijedi

f(xf(y)− yf(x)) = f(xy)− xy.

Rje²enje. Uvrstimo x = y, dobivamo f(x2) = x2, za svaki x ∈ R. Pokaºite
da je f(x) = cx za x < 0. Zatim pokaºite da je c = −1.

8. (Koreja, 2014) Na�ite sve funkcije f : R→ R za koje vrijedi

f(xf(x) + f(x)f(y) + y − 1) = f(xf(x) + xy) + y − 1,∀x, y ∈ R.

Rje²enje. Uvrstimo x = 0, dobivamo

f(f(0)f(y) + y − 1) = f(0) + y − 1,

dakle f je surjekcija. Uvrstimo x ∈ R takav da je f(x) = 0, slijedi

f(y − 1) = f(xy) + y − 1.

Ako stavimo y = 1 dobivamo f(0) = 0, pa je f(y − 1) = y − 1, za svaki
y ∈ R.

9. (Maroko, 2011) Na�ite sve funkcije f : R → R takve da za svaki x, y ∈ R
vrijedi

(x− 2)f(y) + f(y + 2f(x)) = f(x+ yf(x)).

Rje²enje. Trivijalno rje²enje je f = 0. Neka je f 6= 0. Pretpostavimo
da je f(x) = 0. Tada uvrstavanjem tog x i proizvoljnog y ∈ R dobivamo
(x − 2)f(y) + f(y) = 0, pa slijedi x = 1. To zna£i da je jedina mogu¢a
nulto£ka od f u to£ki x = 1. Primjetimo da f = 1 nije rje²enje. Uzmimo
x 6= 2 takav da f(x) 6= 1, i y ∈ R takav da y + 2f(x) = x + yf(x). Tada
imamo (x− 2)f(y) = 0, pa slijedi f(y) = 0. Zbog dokazanog slijedi y = 1,
pa imamo 1 + 2f(x) = x+ f(x), to jest f(x) = x− 1. Dokazano je x 6= 2 i
f(x) 6= 1 povla£i f(x) = x − 1. Pretpostavimo f(2) 6= 1. Tada 2f(2) 6= 2,
pa je ili f(2f(2)) = 1 ili f(2f(2)) = 2f(2) − 1. No uvr²tavanjem (2, 0)
u po£etnu jednadºbu dobivamo f(2f(2)) = f(2). Sada slijedi f(2) = 1.
Pretpostavimo f(x) = 1. Uvrstimo (x, 0) u po£etnu jednadºbu, dobivamo
(x− 2)f(0) + f(2) = 1, pa zbog f(0) 6= 0 slijedi x = 2. Slijedi f(x) = x− 1
za svaki x ∈ R.



10. (Kazahstan, 2012) Neka je f : R→ R funkcija za koju vrijedi

f(xf(y)) = yf(x),∀x, y ∈ R.

Dokaºite da je f neparna.

Rje²enje. O£ito je dovoljno dokazati f(−1) = −1. Pretpostavimo f(x) =
f(y). Uzmimo z takav da f(z) 6= 0. Tada imamo xf(z) = f(zf(x)) =
f(zf(y)) = yf(z), pa je x = y, tj. f je injekcija. Uvr²tavanjem (1, y) do-
bivamo f(f(y)) = yf(1). Posebno f(f(1)) = f(1), pa je zbog injektivnosti
f(1) = 1. Sada imamo f(f(x)f(y)) = yf(f(x)) = yx = f(f(yx), pa je
zbog injektivnosti f(x)f(y) = xy. Dobivamo f(−1)2 = 1, a kako ne moºe
biti f(−1) = 1, slijedi f(−1) = −1.

11. (Iran, 1997) Na�ite sve strogo rastu¢e funkcije f : R→ R za koje vrijedi

f(1− x) = 1− f(f(x)),∀x ∈ R.

Rje²enje. Uvrstimo 1− f(x) umjesto x. Zbog injektivnosti od f dobivamo
1 − x = f(1 − f(x)) = 1 − f(f(f(x))). Ako pretpostavimo f(x) > x za
neki x ∈ R zbog stroge rastu¢osti lako dobivamo kontradikciju. Isto tako
dobivamo da ne moºe biti f(x) < x, pa slijedi f(x) = x, za svaki x ∈ R.

12. (Gr£ka, 1997) Neka za f : (0,∞)→ R vrijedi:

(i) f je strogo rastu¢a,

(ii) f(x) > − 1
x
, ∀x > 0,

(iii) f(x)f(f(x) + 1
x
) = 1, ∀x > 0.

Odredite f .

Rje²enje. Uvrstimo f(x) + 1
x
u ??. Zbog injektivnosti tada vrijedi

x = f(f(x) +
1

x
) +

1

f(x) + 1/x
=

1

f(x)
+

1

f(x) + 1/x
.

13. (MEMO, 2009) Na�ite sve funkcije f : R → R takve da za svaki x, y ∈ R
vrijedi

f(xf(y)) + f(f(x) + f(y)) = yf(x) + f(x+ f(y)).

Rje²enje. Pretpostavimo da je f(y1) = f(y2). Ako uvrstimo (x, y1) i (x, y2)
u jednadºbu, vidimo da se razlikuju samo u prvom £lanu desne strane.
Stoga imamo (y1− y2)f(x) = 0. Ako uzmemo x takav da je f(x) 6= 0, onda
dobivamo da je f injekcija. Ako uvrstimo x = 0 dobivamo

f(0) + f(f(0) + f(y)) = yf(0) + f(f(y)).

Sada vidimo da se za y = 1 ne²to krati, pa dobivamo f(f(0) + f(1)) =
f(f(1)). Zbog injektivnosti slijedi f(0) = 0. Sada uvrstimo y = 0 u po£etnu
jednadºbu i dobivamo f(f(x)) = f(x). Zbog injektivnosti slijedi f(x) = x.



14. (MEMO 2012) Odredite sve funkcije f : R+ → R+ takve da za svaki x, y ∈
R+ vrijedi

f(x+ f(y)) = yf(xy + 1).

Rje²enje.Neka je y > 1. Uzmimo x > 0 takav da je xy+1 = y, tj. y = y−1
y
.

Tada je

f(
y − 1

y
+ f(y)) = yf(y).

Slijedi

f(x+ f(
y − 1

y
+ f(y))) = (

y − 1

y
+ f(y))f(x(

y − 1

y
+ f(y)) + 1).

Ako uvrstimo x = y, dobivamo

f(y + yf(y)) = (
y − 1

y
+ f(y))f(y + yf(y))

pa je f(y) = 1/y, za y > 1. Ako uvrstimo x = 1 u po£etnu jednadºbu zbog
xy + 1 > 1 i x+ f(y) > 1 imamo

1

1 + f(y)
=

y

y + 1
.

Iz toga lako slijedi f(y) = 1/y i za y ≤ 1.

15. (IMO Shortlist 2009) Na�ite sve funkcije f : R → R takve da za svaki
x, y ∈ R vrijedi

f(xf(x+ y)) = f(yf(x)) + x2.

Rje²enje. Uvrstimo x = 0, slijedi f(0) = f(yf(0)). Slijedi f(0) = 0.

Uvrstimo y = 0. Slijedi
f(xf(x)) = x2

pa je [0,∞] u slici od f .

Ako je f(x) = 0, tada je f(0) = x2, pa je x = 0 jedina nulto£ka.

Injektivnost: ako je f(x) = f(y), dobivamo

x2 = f(xf(x)) = f(xf(y)) = f((y − x)f(x)) + x2.

Slijedi (y − x)f(x) = 0 pa je x = y.

Neparnost: Imamo f(−xf(−x)) = f(xf(x)) pa je 2x(f(x) + f(−x)) = 0.

Sada lako slijedi surjektivnost, dakle f je bijekcija.

Ra£unamo

f(xf(y)) = f((y − x)f(x)) + x2

= −f((x− y)f(x)) + x2

= −f(yf(x− y))− (x− y)2 + x2

= f(yf(y − x))− (x− y)2 + x2

= f(−xf(y)) + y2 − (x− y)2 + x2.

Iz toga slijedi f(xf(y)) = xy.



16. (IMO Shortlist 1992) Neka su a, b ∈ R+. Dokaºite da postoji jedinstvena
funkcija f : R+ → R+ takva da za svaki x ∈ R vrijedi

f(f(x)) + af(x) = b(a+ b)x.

Rje²enje. Rekurzija, a0 = x, an+1 = f(an).

Zadaci za samostalan rad

1. (Bugarska, 2014.) Na�ite sve funkcije f : Q+ → R+ za koje vrijedi

f(xy) = f(x+ y)(f(x) + f(y)).

2. (Balti£ka olimpijada 2014.) Na�ite sve funkcije f : R→ R za koje vrijedi

f(f(y)) + f(x− y) = f(xf(y)− x).

3. (Balti£ka olimpijada 2007.) Na�ite sve surjektivne funkcije f : R − {0} →
R− {1} takve da vrijedi

f(xy) = f(x)f(−y)− f(x) + f(y),∀x, y ∈ R− {0}

i

f(f(x)) =
1

f( 1
x
)
,∀x ∈ R− {0, 1}.

4. (Balkan 1997) Na�ite sve funkcije f : R→ R za koje vrijedi

f(xf(x) + f(y)) = f(x)2 + y,

za sve x, y ∈ R.

5. (IMO 2010.) Na�ite sve funkcije f : R → R takve da za svaki x, y ∈ R
vrijedi

f(bxcy) = f(x)bf(y)c.

6. (IMO shortlist 2007) Neka je f : N→ N funkcija takva da vrijedi

f(m+ n) ≥ f(m) + f(f(n))− 1,

za sve n,m ∈ N. Odredite sve mogu¢e vrijednosti f(2007).

Dodatni izvori zadataka

• Marko Radovanovi¢, Functional equations,
(http://www.imomath.com/index.php?options=338)

• IMO Shortlist

• http://www.artofproblemsolving.com/


