HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Prvi dan
Zagreb, 16. travnja 2016.

Zadatak 1.
Niz ay, as, ... pozitivnih realnih brojeva zadovoljava uvjet
S k’CLk
i1 2 ————
2 k-1

za svaki prirodni broj k. Dokazi da je
apt+ag+---+a, =2n
za svaki n > 2.

Prvo rjesenje.

Iz uvjeta zadatka

k‘ak
Qg1 = , 1
vidimo da je
k a; + (k—1) kE—1
= Qg )
Qi1 ag ag
i stoga je
k k—1
a = -
QAk+1 Qj
Zbrajenjem gornjih nejednakosti za k = 1,...,m, dobijemo
1 0 2 1 m m—1 m
a1+a2+~-+am>(———)+(———)+---+( - )z - (2)
a9 aq as a9 Am4-1 Ay, Am4-1

Sada ¢emo tvrdnju zadatka dokazati indukcijom po n. Baza indukcije (slucaj n = 2) slijedi
primjenom uvjeta (1) na k = 1:

1 AG

ap+ay =z a+— = 2.

3]
Pretpostavimo sad da je tvrdnja istinita za neki n > 2. Ako je a,+1 > 1, onda iz pretpostavke
indukcije slijedi

(@ + -4 ap) +ap =n+ 1.

S druge strane, ako je a,41 < 1 primjenimo (2) i dobijemo

n n—1 1 A-G
(a1+"'+an)+an+l>7+an+1: +( +a/TL+1> 2 (n_1)+2:n+1
Ap+1 Ap+1 An+1

Time je tvrdnja zadatka dokazana.
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Drugo rjesenje. (lvan Kokan)
Za k =1 imamo
agaf —ay =20,
. . . AiG
odakle je ajas > 1, a zatim i a1 +as = 2/ajas > 2.
Za k > 1 imamo a} +k — 1 > 0, pa je apy1 (ai +k — 1) > kag, odnosno

ak+1az — kap + (k—1)agy =0, VEkeN.

Diskriminante Dy = (—k)* —4(k —1)ai, , ovih kvadratnih funkcija po ay nisu pozitivne, odakle
slijedi
2 2 . k2
02k —4(k —Dajyy, t). a2 W= 1)

F_oap K 1, Vk e N\ {1}
= = 1, c .
Whk—1~ (k—1)+1
Kona¢no je a; +ag + -+ a, = 2+ (n—2) -1 = n, a jednakost vrijedi ako i samo ako je
ap=ay=---=a, = 1.

Stoga je a1 =

Zadatak 2.

U ravnini je dan skup A koji sadrzi 2016 tocaka tako da nikoje ¢etiri tocke iz skupa A ne leze
na istom pravcu. Dokazi da je moguce odabrati podskup B C A koji sadrzi barem 63 tocke
tako da nikoje tri tocke iz skupa B ne leze na istom pravcu.

Rjesenje.

Neka je B C A najveci podskup koji ne sadrzi tri tocke na istom pravcu. Neka je |B| = k.
Buduéi da je B najvedi, svaka tocka iz skupa A\ B lezi na nekom na nekom pravcu koji prolazi
kroz dvije tocke iz skupa B. S druge strane, svaki pravac koji prolazi kroz dvije tocke iz B

moze sadrzavati najvise jednu tocku iz A \ B jer smo pretpostavili da nikoje ¢etiri tocke iz A
ne leze na istom pravcu.

Broj tocaka u A\ B je 2016 — k, a broj parova to¢aka u B je . Zato je

k(k — 1)
2
k(k—1)

2016 — k <
2

Ova nejednakost vrijedi ako i samo ako je k > 63 ili £ < —64. Bududi da broj to¢aka ne moze
biti negativan, skup B sadrzi barem 63 tocke.

Zadatak 3.

Zadan je tetivni c¢etverokut ABC'D takav da se tangente u tockama B i D na njegovu opisanu
kruznicu k sijeku na pravcu AC. Tocke E i F leze na kruznici k tako da su pravci AC, DE i
BF paralelni. Neka je M sjeciste pravaca BE i DF. Ako su P, ) i R nozista visina trokuta
ABC, dokazi da tocke P, (), Ri M leze na istoj kruznici.
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Rjesenje.

Poznato je da noziSta visina i polovista stranica trokuta ABC' leZe na jednoj kruznici (to je

Feurbachova ili kruznica 9 tocaka). Zato je dovoljno dokazati da je M poloviste duzine AC'
Neka je M’ presjek pravaca BE i AC. Dokazat ¢emo da je M’ poloviste duzine AC.

Neka je X sjeciste pravca AC' i tangenti u tockama B i D. Cetverokut ACDE je jednakokraé¢ni
trapez te je |CD| = |AE| 1 <DCM' = <M'AE. Ako dokazemo da je <EM'A = <CM'D,
tj. <XM'B = <«XM'D, onda prema K-S-K teoremu slijedi da su trokuti AM'E i CM'D
sukladni. Zbog te sukladnosti je |AM'| = |CM’|.

Pokazimo zato da vrijedi <XM'B = <XM'D. Zbog paralelnosti pravaca AC i BE, te prema
teoremu o kutu tetive i tangente vrijedi

<XM'B=<DEB =<XDB,

pa je XDM'B tetivan ¢etverokut. Koristeéi tetivnost tog Cetverokuta i ¢injenicu da odsjecéci
tangenti X B i XD imaju jednaku duljinu dobivamo

<XM'D=<XBD=<XDB=XMB.

Dakle, pravac BE prolazi polovistem duzine AC. Analogno se pokazuje da i pravac DF prolazi
polovistem duzine AC. Buduéi da dva pravca mogu imati najvise jednu zajednicku tocku,
zakljucujemo da je tocka M poloviste duzine AC, pa je dokaz zavrsen.

Zadatak 4.

Neka su m i n prirodni brojevi takvi da je m > n. Oznac¢imo

m+ k
€T =
"tk
zak=1,2...,n+ 1. Ako su svi brojevi 1, xs, ..., x,1 prirodni, dokazi da je broj

T1Tg - Tpyr — 1

djeljiv nekim neparnim prostim brojem.

Rjesenje.
Pretpostavimo da su xy, xs, ..., %, prirodni brojevi. Definiramo
m+k m—n
B n+k n+k

za k=1,2,...,n+ 1,1 to su takoder prirodni brojevi.

Neka je P = z1x9--- 2,01 — 1. Trebamo dokazati da je P djeljiv nekim neparnim prostim
brojem, tj. da P nije potencija od 2. Da bi to dokazali, promatrat ¢emo s kojim potencijama
broja 2 su djeljivi brojevi ay.

Neka je 2¢ najveéa potencija od 2 koja dijeli m — n, a 2¢ najveéa potencija od 2 koja ne prelazi
2n + 1. Tada je 2n + 1 < 271 — 1, i stoga n + 1 < 2°. Mozemo zakljuciti da je 2¢ jedan od
brojevan+1,n+2,...,2n+ 1, i da je to jedini viSekratnik od 2° koji se pojavljuje medu tim
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brojevima. Neka je [ takav da je n +1 = 2° Bududi da je 773 prirodan broj, slijedi d > c.
Stoga
m-—n

2d—c—|—1 —
fa n+1

)

dok
277t |y zasve ke {l,....n+1}\{l}.

Ra¢unanjem modulo 2! dobijemo
P=(ay+D(ag+ 1) (ans1+1)—1=(y+1)-1"=1=q; £0 (mod 2¢-°H).

Stoga, 2¢7¢t1 4 P.
S druge strane, za svaki k € {1,...,n+ 1} \ {i}, vrijedi 2¢7¢*! | a;. Zbog toga je

P > ak > 2d—8+17

pa slijedi da P ne moze biti potencija od 2.

Hrvatska matematicka olimpijada 2016. 4/15



HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Drugi dan
Zagreb, 17. travnja 2016.

Zadatak 1.
Dan je prirodni broj n. Dokazi da za sve realne brojeve x1, s, ..., 2z, = 0 vrijedi nejednakost
T Tn n+1)?
<x1+?2+~-+;)'(x1+2:c2+--~+nxn) < (Zln)(xl—i—xg—i—‘“—l—xnf.

Rjesenje.
Vrijedi

k=1 k=1 k=1 k=1
AE L <Xn: nxk+zn:k$>2 (Zn:x <n+k)>2
S — — = —— k\ 7
n 4\, k = dn \i7 k
(n+1)* (& 2
S 4n ;x’“

Zadnja nejednakost slijedi iz

%+k<n+1 e (n—k)(k—1)>0.

Uoc¢imo da se jednakost postize kad je x1 = z,, a 29 =--- =2, 1 = 0.

Zadatak 2.

Na plo¢i N x N (N > 2) dva su dijagonalno suprotna kutna polja obojana u crno, a sva ostala
obojana su u bijelo. U jednom koraku odaberemo redak ili stupac i promijenimo boju svakom
polju u tom retku ili stupcu iz crne u bijelu i obratno. Koji je najmanji dodatni broj polja koje
na pocetku moramo obojati u crno kako bismo nakon kona¢nog broja opisanih koraka mogli
dobiti plo¢u na kojoj su sva polja crna?

Rjesenje.
Uoc¢imo da redoslijed izvodenja koraka nije vazan, te mozemo bez smanjenja opcéenitosti pret-

postaviti da ¢emo prvo provoditi korake po retcima, a onda korake po stupcima. Takoder
uo¢imo da nijedan korak nema potrebe provoditi vise od jednom.

Promotrimo kakvo mora biti pocetno bojenje ploc¢e kako bismo nakon konac¢nog niza koraka
dobili potpuno crnu plo¢u. Budué¢i da éemo prvo primijeniti korak po retcima, a onda po
stupcima, moZemo uociti da ¢e prije primjene koraka po stupcima na ploc¢i svi retci morati biti
obojeni na isti nacin.
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Zbog toga zaklju¢ujemo da u pocetnom bojenju svi retci moraju biti obojeni na jedan od dva
moguca nacina koji se mogu dobiti jedan iz drugoga primjenom koraka.

Ako svaki redak u pocetnom bojenju sadrzi barem dva crna polja, onda je broj crnih polja
barem 2n. Pretpostavimo da postoji redak koji sadrzi najvise jedno crno polje. Taj redak ne
moze biti jednak i prvom i posljednjem retku jer su u njima crna polja u razli¢itim stupcima.
To znaci da postoji redak koji je obojan suprotno i sadrzi barem n — 1 crnih polja. Ako taj
redak sadrzi n crnih polja, onda prvi i zadnji redak oba sadrze n crnih polja i ukupan broj
crnih polja je barem 2n. Ako taj redak sadrzi tocno n — 1 crnih polja, onda u preostalih n — 1
redaka mora biti barem po jedno crno polje, te je ukupan broj crnih polja barem 2n — 2.

Ovime smo pokazali da ukupan broj crnih polja na pocetku mora biti barem 2n — 2, tj. da
moramo obojiti barem 2n — 4 dodatna polja.

S druge strane, obojimo li u prvom retku i stupcu sva polja osim posljednjeg u crno (kao na
slici), onda ¢e nakon kona¢nog broja koraka (na prvih n— 1 redaka i prvih n — 1 stupaca) itava
ploca biti crna. Dakle, najmanji broj polja koja je potrebno dodatno obojiti u crno je 2n — 4.

Zadatak 3.
Pretpostavimo da je P tocka unutar trokuta ABC takva da vrijedi

\AP|+]BP|_|BP|+|CP|_\CP]+]AP\
|AB] N |BC| N |CA|

Neka pravci AP, BP,C'P ponovno sijeku trokutu ABC' opisanu kruznicu redom u tockama
A, B',C". Dokazi da trokuti ABC i A’B'C” imaju zajedni¢ku upisanu kruznicu.

Rjesenje.

U trokutu ABC' duljine stranica oznacavamo a, b, ¢, poluopseg s, radijus upisane kruznice sa
r, radijus opisane kruznice sa R te povrSinu sa P. Analogne elemente u trokutu A’B’C" pisat

¢emo istim slovima s dodanom crticom. Najprije ¢éemo pokazati da trokuti ABC' i A’B’C" imaju
jednake radijuse upisanih kruznica.

Oznacimo li zajednicku vrijednost triju razlomaka iz zadatka s A\, rjeSavanjem sustava

|AP|+|BP| = A, |BP|+|CP|=MXa, |CP|+|AP|=Ab

dobivamo

|AP| = A(s —a), |BP|=As—10), |CP|=\s—c). (3)
Mnozenje te koristenje Heronove formule i formule P = rs daju
|AP||BP||CP| = X*(s —a)(s — b)(s —c) = \*P?/s = X\*Pr. (4)

Nadalje, trokuti PBC' i PC'B’ su sli¢ni jer imaju tri jednaka kuta po teoremu o obodnim
kutevima nad BC" i B’C'. Odavde slijedi

d _|BC| _|C'P| _|B'P 5
a  |[BC| _|BP| _ |CP]

pa mnozenjem ove i dviju analognih relacija dobivamo
a't'd |A'P||B'P||C"P| (6)
abc — |AP||BP||CP| "
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S druge strane, iz formule P = abc/4R i ¢njenice da AABC i AA’B'C’ imaju zajednitku
opisanu kruznicu proizlazi
ab'd P

= 7
abc P (")
Iz (5) dobivamo i
|B'P|+|C'P| _|BP|+|CP| _ )
\Bzc|  |BC|
te sasvim analogno
|A'P|+ |B'P| |C"P|+|A'P| \

| A/B/| - ’C/ A/|
Zakljuc¢ujemo da toc¢ka P ima isto svojstvo obzirom na trokut A’B’C” kao i obzirom na polazni
trokut, i to ¢ak s istim omjerom A. Zato direktno slijedi jednakost analogna jednakosti (4):

|A'P||B'P||C'P| = N*P'r'. (8)
Kombiniranje relacija (4), (6), (7), (8) daje

P’ P'r!
P Pr

odakle konac¢no zaklju¢ujemo r’ = r.

Oznacimo s I srediste kruznice upisane trokutu ABC te s D njeno diraliste sa stranicom BC.
Tocke I' i D' definirane su analogno obzirom na trokut A’B’'C’. Poznata je ¢injenica da vrijedi

|BD|=s—0b, |CD|=s-c,

sto u kombinaciji s (3) daje

|BP| |BD|

icP|  |CD|
Po teoremu o simetrali kuta znamo da je PD upravo simetrala kuta <BPC'. Koristeéi relacije
za trokut A’B’C" analogne relacijama (3) slijedi i da je PD’ simetrala kuta <B'PC", iz ¢ega
proizlazi da tocke D, P i D’ leze na istom pravcu. Nadalje je

1
<C'D'P =180° — «<D'PC" — «<PC'D’" = 180° — §<ZB’PC’ —qCcc'B
1
= 180° — §<BPC — <CBB' =180° — <«BPD — <DBP = <PDB.

Kako je I'D' L B'C" i ID 1 BC, dobili smo <DD'I' = <IDD'. Prisjetimo se da je |D'I'| =
r" =r =|DI|. Ukoliko je I' # I, zaklju¢ujemo da je D'DII"ili D'DI'I jednakokraé¢ni trapez pa
je posebno pravac I’ paralelan s pravcem PD. Sasvim analogno bi slijedilo da je I’ paralelan
i s preostala dva pravca koji prolaze kroz P i po jedno diraliste upisane kruznice sa stranicom
trokuta ABC. To vodi na kontradikciju s ¢injenicom da su od ta tri pravca kroz P barem

dva medusobno razli¢ita, ¢ime smo dokazali I’ = I. Dakle, kruznice upisane trokutima ABC' i
A'B'C" se podudaraju.
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Zadatak 4.
Odredi sve parove (p, q) prostih prirodnih brojeva takve da vrijedi

p(p® —p—1)=q(2¢+3).

Rjesenje.

Ako je p = ¢, onda jednadZba glasi p> —p — 1 = 2p + 3, tj. p?> —3p —4 = 0. RjeSenja te

jednadzbe su p; = —1 i py = 4, Sto nisu prosti brojevi.

Pretpostavimo zato da je p # ¢. Tada p dijeli 2¢ + 3 i ¢ dijeli p? — p — 1. Zato postoji prirodni

kp — 3
2

broj k takav da je 2¢g + 3 = kp, odnosno ¢ = Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu

dobivamo
2w —2p—2=(kp—3)k, tj. 2p*— (K*+2)p+ (3k—2)=0.

Promotrimo li posljednju jednadzbu kao kvadratnu jednadzbu u varijabli p, zaklju¢ujemo da
diskriminanta D = (k% + 2)? — 8(3k — 2) mora biti kvadrat cijelog broja.
Ocito je D < (k* +2)%. Ako je k > 6, onda je 2k* — 12k + 12 > 0, odakle je D > k*. U tom
slucaju mora vrijediti D = (k? + 1)?, tj.

(K* +2)* — 8(3k — 2) = (K> + 1),

Sto daje jednadzbu 2k% — 12k + 11 = 0, koja nema cjelobrojnih rjesenja.

Dakle, mora biti £ < 6. Uvrstavanjem brojeva k£ = 1,2,3,4,5 vidimo da je jedino za k = 5
diskriminanta D kvadrat prirodnog broja.

Jedino rjesenje je k =5, p =131 q = 31.

Hrvatska matematicka olimpijada 2016. 8/15



HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Zavrsni test za izbor IMO ekipe
Zagreb, 24. travnja 2016.

Zadatak 1.

Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve realne brojeve x i y vrijedi

f@®) +xfy) = f(2)f(x+ fy).

Rjesenje.
Uvrstimo li # = 0 danu jednadzbu dobivamo f(0) = f(0)f(f(v)), pa je

fONf(f(y) -1 =0, VyecR.

Ako je f(f(y)) = 1,Yy € R, onda je f(f(0)) = 11 f(1) = f(f(f(0))) = 1. UvrStavanjem
r =y = 1 u danu jednadzbu dobivamo f(1) + f(1) = f(1)f(1+ f(1)), §to povlaéi f(2) = 2.
No, 1 = f(f(2)) = f(2) = 2, §to je kontradikcija.

Dakle, f(0) = 0 i uvr§tavanjem y = 0 u danu jednadzbu dobivamo
f(a*) = f(x)?, Vo eR. (9)
Iz prethodne jednadzbe dobivamo f(1%) = f(1)%, pa je f(1) =0 ili f(1) = 1.

1. Ako je f(1) = 0, uvrStavanjem x = 1 u danu jednadzbu dobivamo 0 + f(y) = 0, tj.
f(z) =0,Vx € R, §to je rjeSenje.

2. Ako je f(1) = 1, uvrtavanjem x = 1 u danu jednadzbu dobivamo 1+ f(y) = f(1+ f(y)),
odnosno

f(f(x)+1)=f(z)+1, VxeR (10)
Uvrstimo li y = 1 u danu jednadzbu, zajedno s jednadzbom (9), dobivamo
f@)? 4z = f(x)f(x+1), VreR, (11)

sto povlaci f(z) =0 = z =0, tj. f(z) #0,Vz € R\ {0}.

Nadalje, uvrstimo li y = 2 u danu jednadzbu i iskoristimo li (9) dobivamo f(z)*+xf(x) =
f@)f(x+ f(z)),Vx € R. Ako je  # 0, onda je f(f(x) + x) = f(x) + 2. No, to vrijedi i
za x = 0. Dakle, vrijedi

f(f(z)+z)= f(x)+2x, VreR. (12)
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Uvrstimo li y = z — 1 u danu jednadZbu, zajedno s jednadzbom (9), dobivamo

fl@)? +af(@—1) = f(@)f(z + flz — 1))
= f@)f(flx = 1)+ (& —1)+1)
E @@= 1)+ = 1) + 1)
WOt @)f(flx =1+ (@ = 1))+ 1]

[f
@) f(fx=1) + (z = 1)) + f(2)

@)@ =1) + (z = D] + f(2)
f@)fe=1) +f(z),

sto povladi [f(z) — z][f(x) — f(x — 1)] = 0,Vx € R.

Ako postoji xy € R takav da je f(z9) = f(zo — 1), onda uvrstavanjem x = xo — 1 u (11)
dobivamo f(zg — 1)+ 29 — 1 = f(xo — 1)f(x0) i zato je zyp = 1. No, znamo da vrijedi
f(zo) = f(1) =1#0= f(0) = f(xo — 1) pa zakljucujemo da pje pretpostavka pogresna.
Dakle, f(x) = z,Vx € R, $to je drugo rjesenje dane jednazbde.

(12

~

Kona¢no, f(z) =01 f(x) = z su jedine dvije funkcije koje zadovoljavaju dane uvjete.

Zadatak 2.

Dano je N > 3 tocaka u ravnini takvih da nikoje tri ne leze na istom pravcu. Svaka duzina koja
spaja dvije dane tocke je obojana crvenom ili plavom bojom. Dokazi da postoji N — 1 duzina
iste boje koje ne dijele ravninu na vise od jednog dijela takve da se nikoje dvije ne sijeku osim
u vrhovima.

Rjesenje.
Uvjet da N — 1 duzina ne dijeli ravninu na vise od jednog dijela ekvivalentan je uvjetu da te

duzine ¢ine jednobojno stablo (povezan graf bez ciklusa) koje je ulozeno u ravninu i u kojem
se bridovi ne sijeku (osim u vrhovima).

Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom po N. Ako je N = 3, onda je tvrdnja ocita
jer tri tocke odreduju tri duzine i barem dvije duzine moraju biti iste boje.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodne brojeve manje ili jednake N i promotrimo ko-
nveksnu ljusku skupa koji se sastoji od N +1 tocaka. Ako postoje dvije duzine razli¢ite boje na
rubu konveksne ljuske koima je zajednicka tocka A, onda prema pretpostavci indukcije postoji
jednobojno stablo na svim toc¢kama razli¢itim od A. No, vrh A je spojen duZinom iste boje
s jednim od vrhova u tom stablu koja ne sije¢e nijedan brid tog stabla jer se nalazi na rubu
konveksne ljuske. Time smo dobili jednobojno stablo u kojem se bridovi ne sijeku s N duzina.

U ostatku rjesenja mozemo pretpostaviti da sve duzine na rubu konveksne ljuske imaju istu
boju. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da su sve te duzine crvene.

Uvedimo koordinatni sustav tako da sve dane tocke imaju razlicite apscise. Neka su dane tocke
Ay, Ay, ..., Anyq poredane prema apscisi.

Za K = 2,...,N, prema pretpostavci inudkcije primjenjenoj na vrhove Ay, ..., Ax postoji
jednobojno stablo Lx kojem se bridovi ne sijeku, a primjenjenoj na vrhove Ag, ..., Ay
postoji jednobojno stablo Rx. Ako postoji K takav da su Lg i Ry iste boje, onda postoji
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jednobojno stablo na N + 1 vrhova koje dobivamo unijom Lg i Ri. Pretpostavimo zato da su
Lk 1 Rk razli¢ite boje za svaki K.

Ako je stablo Ry crvene boje, onda tom stablu mozemo dodati duzinu A; As s konveksne ljuske
i tako konstruirati trazeno stablo na N vrhova. Zato pretpostavljamo da je Ry plave boje, te
analogno da je Ly plave boje. Tada su Ly i Ry crvene boje.

Buducdi da je Ly crvene boje, a Ly plave boje, mora postojati K takav da je L crvene, a Ly
plave boje. Tada je Ry, crvene boje i postoji duzina XY na rubu konveksne ljuske takva da
je X ustablu L, aY ustablu Rk (npr. X i Y moZemo odabrati kao tocke u tim stablima s
najve¢om ordinatom). Unija stabala Ly, Rg,; i duZine XY je crveno stablo na N + 1 vrhova
kojem se bridovi ne sijeku (osim u vrhovima). Buduéi da smo u svim slucajevima dosli do
zeljenog zakljucka, dokaz je zavrsen.

Zadatak 3.

Tocka O je srediste kruznice opisane Siljastokutnom trokutu ABC. Tocke E i F redom su
odabrane na duzinama OB i OC tako da je |BE| = |OF|. Ako su M i N redom polovista
kruznih lukova FOA i AOF, dokazi da je <ENO 4+ <OMF = 2<BAC.

Rjesenje.
Neka je <BAC = a, <CBA=p1iv=<ACB.

Trokuti AME i AOB su jednakokra¢ni i imaju istek kutove jer je <AMFE = <AOFE = 2.
Zato su ti trokuti sli¢ni.

Uoc¢imo da je <AOM = <AEM = 90° — v = <ABE, pa su trokuti AMO i AEB takoder
sliéni. Slijedi |OA|: |OM| = |AB|: |BE|, tj. |OB|:|OM| = |AB|: |OF|.

Neka je tocka A’ osnosimetri¢na slika tocke A obzirom na pravac BC.
Prema dokazanome vrijedi |OB| : |OM| = |A'B| : |OF| i

<IMOF = <AOF — <AOM =28 — (90° —v) = 8+ (90° — a) = <A’'BC + <CBO = <A’'BO.
Prema S—-K-S teoremu slijedi da su trokuti A’BO i FOM sli¢ni, pa je posebno

IFMO =<A'OB.

Analogno se pokazuje da <ENO = <A'OC, pa je

IENO + <FMO = <A'0OC + <A'OB = <BOC = 2<1BAC.

Zadatak 4.
1

dp +1

Dan je prosti broj p > 10° takav da je 4p + 1 prost. DokaZi da decimalni zapis broja

sadrzi sve znamenke 0,1,...,9.
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Rjesenje.
Neka je ¢ = 4p + 1. Oznacimo s a o b ostatak pri dijeljenju broja a brojem b. Dovoljno je

pokazati da zadnje znamenke brojeva 10* o g pokrivaju sve znamenke od 0 do 9. Zaista, buduéi

da su ¢ i 10 relativno prosti brojevi, to bi znacilo da ¢e se sve znamenke od 0 do 9 pojaviti

k 1
medu zadnjim znamenkama brojeva {J i to su znamenke iz decimalnog zapisa broja —.
q q

Neka je S skup svih ne-nul bikvadratnih ostataka modulo ¢, tj. skup svih 0 < t < ¢ takvih
da kongruencija x* =t (mod ¢) ima rjeSenje. Tada S ima p elemenata. Zaista, buduéi da je
—1 kvadratni ostatak modulo ¢, 2p ne-nul kvadratnih ostataka modulo ¢ mozemo podijeliti u
parove oblika (s, —s) i mdu njihovim kvadratima (koji su toéno bikvadratnim ostaci) ima to¢no
p razli¢itih.

Pokazat ¢emo da svaki element skupa S ima oblik 10* o ¢ za neki k. Naime, neka je d red broja
g modulo 10. Tada je d|p(q) = 4p i imamo d = p, d = 2p ili d = 4p.

Promotrimo prvo slucaj d = p. Tada je 0 < k < p; tada postoji 0 < j < 3 takav da je k + jp

visekratnik od 4 i broj
k+ijp

10F =107 |* (mod q)

je bikvadratni ostatak. Buduéi da su brojevi 10* o ¢ za 0 < k < p u parovima razlil¢iti i svaki
od njih je bikvadratni ostatak, svi se moraju podudarati sa skupovima u S.

Slucajeve d = 2p i d = 4p se rjeSavanju analogno.

Neka je sada u proizvoljna znamenka. Neka je 0 < j < 3 takav da u + jq zavrSava na 0,
1, 51ili 6. Bududéi da je ¢ > 10%, imamo \4/(‘] +1)g—1-— {‘/u—qu > 6. Slijedi da interval
[u + jq,(j + 1)q| sadrzi barem Sest Cetvrtih potencija. Dakle, sadrzi barem jednu cetvrtu

potenciju z* koja zavrsava istom znamenkom kao u+ jq. Neka je s = 2*og. Tada je 2* = s+ jq
i 10]z* — (u+ jq) = s — u, tj. s zavrSava na u kao §to je trebalo pokazati.

Hrvatska matematicka olimpijada 2016. 12/15



HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
Zavrsni test za izbor MEMO ekipe
Zagreb, 24. travnja 2016.

Zadatak 1.

Dana je funkcija f: R — R takva da za sve realne brojeve z i y vrijedi

flaf(y) + f(@®) = fl2)( + f(y))
te da je f(2) = 3. Odredi f(2%16).
Rjesenje.
Uvrstimo li z = 01 y = 0 u danu jednadzbu dobivamo 2f(0) = f(0)%. Zato razlikujemo dva
slucaja f(0) =21 f(0) =0.

Ako je f(0) = 2, onda uvrstavanjem = = 1, y = 0 dobivamo f(f(0)) = f(1)f(0), odnosno
3=f(2)=2f(1). Tadaje f(1) =3 Uvrstlmo i z=0, y=1 dobivamo 2f(0) = f(0)f(1), sto
daje f(0) =0, odnosno imamo kontradlkcuu

Ako je f(0) = 0, onda uvrstavanjem y = 0 dobivamo f(z?) = f(z)x, pa originalna jednadzba
postaje f(zf(y)) = f(z)f(y). Uvrstimo li y = x, dobivamo f(xf(x)) = f(z?).

Primijenimo li f na danu jednadzbu dobivamo

FUf(fy) + f(@%) = f(f@)(@ + (),

pa uvrStavanjem x = y i koristenjem f(xf(z)) = f(2%) dobivamo

Uvrstimo i = 1 u f(zf(y)) = f(z)f(y) dobivamo f(f(y)) = f(1)f(y) Sto zajedno s
f(f(@*) = f(x)* daje

Dakle, za svaki = vrijedi f(x) =xf(1) ili f(x)=0.
Bududi da je f(2) # 0 dobivamo f(1) = 3.
Uvrstimo li y = 2 dobivamo f(3x) = 3f(z), te iteriranjem dobivamo f(

3 3
f (255) = §f(93)7
Sto nam daje f(22016) = 3. 22015,

Da zaista postoji funkcija koja ima upravo te vrijednosti i zadovoljava danu jednadzbu vidimo
zbog funkcije f(z) = 3z.

32016) _ 1, 32017
D) .

Uvrstimo li y = 1 dobivamo
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Zadatak 2.

Moze li se ploca 12 x 12 poplocati L-trominima tako da svaki redak i svaki stupac sijece isti
broj tromina?

L-tromino se sastoji od tri jedini¢na kvadrata koja se ne nalaze u istom stupcu ili retku.
Rjesenje.

Pretpostavimo da je moguce poplocati plo¢u na trazeni nacin. Svaki tromino koji sijece prvi
redak, mora sijeci i drugi redak. Buduéi da u svim retcima imamo jednaki broj tromina,

zakljucujemo da sva tromina iz drugog retka moraju sije¢i i prvi redak, tj. prvi i drugi redak
mozemo poplocati trominama. Isti argument mozemo primijeniti na prva dva stupca.

Iz toga slijedi da dio plo¢e dimenzija 2 x 2 koji se nalazi u prva dva stupca i prva dva retka
mozemo poplocati trominama, Sto je oc¢ito nemoguée. Dakle, pretpostavka je bila pogresna.
Plo¢u 12 x 12 nije moguée poploc¢ati na trazeni nacin.

Zadatak 3.

Dan je tetivni ¢etverokut ABCD. Polupravci AD i BC sijeku se u toc¢ki P. U unutrasnjosti
trokuta DC'P dana je tocka M takva da pravac PM raspolavlja kut <CMD. Pravac CM
sijee kruznicu opisanu trokutu DM P ponovno u tocki @), a pravac DM sijec¢e kruznicu opisanu
trokutu C'M P ponovno u tocki R.

a) Dokazi da duzine CQ i DR imaju jednaku duljinu.

b) Dokazi da trokuti PAQ i PBR imaju jednaku povrsinu.

Rjesenje. (Matija Basic)
Neka je tocka N na polupravcu PM takva da je M izmedu P i N.
Buduéi da je ¢etverokut M PQD tetivan vrijedi

4PDQ = <PMQ =<CMN = <DMN = 180° — <DMP = <DQP.

Dakle, trokut D PQ@ je jednakokracan. Analogno zaklju¢ujemo da je trokut C'PR jednakokrac¢an
i slican trokutu DPQ jer su im kutovi jednaki.

a) Vrijedi |PQ| = |PD|, |PR| = |PC|, te je zbog toga <CPR = <DP(Q. Odatle slijedi
<CPQ = <DPR. Po S-K-S teoremu trokuti RPD i C'PQ su sukladni. Iz toga slijedi
|CQ| = |DRJ.

b) Oznac¢imo <APQ = <BPR = ¢. Vrijedi
2P(APQ) = |AP|-|PQ|-sinyp 1 2P(BPR)=|BP|-|PR|-sing.

Tvrdnja zadatka vrijedi ako je |AP|- |PQ| = |BP| - |PR).
Zbog teorema o potenciji tocke P na kruznicu opisanu cetverokutu ABCD vrijedi
|AP|-|PD| = |BP|-|PC|, a onda zbog |PQ| = |PD| i |PR| = |PC]| slijedi tvrdnja.
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Zadatak 4.

Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) takve da vrijedi

3-5"—2-6"=3.

Prvo rjesenje. (lvan Kokan)
Ako je n =1, onda je 3- 5™ — 12 = 3, odakle slijedi jedno rjesenje (m,n) = (1,1).

Zan=mny+1>=2 ng €N, jednadzba prelazi u 5™ — 2 - 2701 . 3% = 1 odnosno
M —1=4-6".

Buduéi da je desna strana djeljiva brojem 6, slijedi da je m paran broj, tj. m = 2myg, my € N.

Zatim imamo
(5™ —1)(5™ + 1) =4-6".

Buduéi da je M (5™ + 1,5™ — 1) = M (5™ — 1,2) = 2, moZzemo pisati 5™ + 1 = 2 - 3",
Bmo _ ] = Qo+,

Oduzimanjem i dijeljenjem s 2 dobivamo 1 = 3" —2"0_ §to je moguce samo zang = 1. Zang > 1
je razlika na desnoj strani veéa od 1. Za ny = 1 imamo my = 1, tj. rjeSenje (m,n) = (2,2).
Drugo rjesenje. (Marijan Polié)

Zapisemo jednadzbu kao 3(5% — 1) =2 - 6Y.

Uvrstavanje y = 1 daje x = 1, a y = 2 daje x = 2. Pretpostavimo y > 2. Tada 6 mora dijeliti
5* —1,a 5% — 1 = (—1)* — 1(mod 6), pa mora biti = 2z za neki prirodan z,. Jednadzba
postaje

2-6Y=3(25" — 1) =3-24(25" 1 ... 425+ 1).

Buduéi da je y > 2 i broj (25%~ + ... + 25 + 1) mora biti djeljiv sa 6, a imamo

2570t 4. 4254+ 1=1+1+4---+ 1= x5(mod 6).
zo puta

Slijedi ¢y = 621, odnosno x = 12z za neki prirodan z;. Jednadzba je ekvivalentna jednadzbi

2.6Y = 3(512 o 1)(512(:81—1) + 512(:81—2) 4t 512 + 1)

Desna strana je djeljiva sa 5%+ 1, pa i sa 13, a lijeva nije. Stoga su (1,1) i (2,2) jedina moguca
rjeSenja.
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