GEOMETRIJE
SEVEE ' EEE
Tvrtko Tadlc,1 razred V. gimnazija, Zagreb

Na natjecanjima se uvijek pojavljuju zanimljivi zadatci iz geometrije
koji €esto zadaju probleme natjecateljima. Te zadatke najcesée ne
mozemo ni nacrtati. Oni su obi¢no iz kombinatorne geometrije. Mnogi
Ce se zapitati §to je uopée kombinatorna geometrija? Taj dio geometrije
je relativno nov, star priblizno 40 godina. Za kombinatornu geometriju
karakteristi¢no je da su formulacije vrlo jednostavne i razumljive svim
Matkac¢ima. Medutim, unato¢ jednostavnim formulacijama, zadatci
nisu nimalo lagani. Kombinatorna geometrija se svodi na jednostavne
zakonitosti i svega nekoliko pravila koja se najviSe rabe pri rjeSavanju
zadataka.

1. Dirichletovo pravilo - naJcesce se rabi prilikom smjestanja
tocaka u geometrijski lik.

2. Pravilo ekstremnog - odabiremo najvedi ili najmanji element
(duzinu, povrsinu, ...) za rjeSavanje zadatka.

3. Pravilo stalnog - rabimo ne§to stalno i povezujemo s onim §to
je zadano.

Medu uvjetima zadatka koji trebamo rijesiti Cesto se javlja konacan
skup (toCaka, pravaca, ...). Natjecatelji i drugi ucenici koji rjesavaju
ovakve zadatke uglavnom nisu naviknuti na konaénost skupa. U nekim
se zadatcima pojavljuju i veliki brojevi, kao primjerice 12 345, no taj je
broj mogao biti bilo koji broj ili nekakva nepoznanica n.

Primjer 1. Dokazimo da u svakom konveksnom jedanaesterokutu
postoje barem dvije dijagonale koje zatvaraju kut manji od 5°.

Rjesenje. Bududi da je rije¢ o konveksnom mnogokutu, svake dvije
dijagonale zatvaraju neki kut. Translatirajmo dijagonale tako da se
sijeku u jednoj tocki. Buduéi da jedanaesterokut ima 44 dijagonale,
one dijele kut od 360° na 88 dijelova. Kad medu tim dijelovima ne bi
postojao kut manji od 5°, zbroj veli¢ina svih kutova bio bi veéi od 360°,
§to je nemoguce.

Primjer 2. Zadana je 2001 tocka. Dokazimo da na bilo kojoj
kruznici polumjera » = 1 postoji tocka A takva da je zbroj udaljenostl
od nje do zadanih tocaka vedéi ili jednak 2001.

Rjesenje. Promotrimo sliku 1.

° Tom

Slika 1.
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Zbog nejednakosti trokuta vrijedi sljedeca nejednakost: |17 A;| + v
|T1Az| > |A1 Az| = 2r = 2. (Uodite da jednakost vrijedi jedino u slu¢aju
da je tocka T7 na duzini A; A;.) Analogne nejednakosti vrijede za svaku

tocku T3, 1 = 1,2,...,2001. Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo da

b
(|T1A1I+|T2All+. . .—|—|T2001A1 |)+(|T1A21+!T2A2|+. . .+IT2001A2|) Z 4002. q>
[+

Vrijednost jedne od zagrada mora biti veéa ili jednaka 2001, jer bi u
suprotnom njihov zbroj bio manji od 4002. Dakle, tocka A; ili tocka
A, su trazene tocke.

Primjer 3. Ako unutar kvadrata sa stranicom duljine 2 raspore-
dimo pet toc¢aka, onda postoji bar jedan par toCaka Cija je udaljenost 1
manja od /2. Dokazimo tu tvrdnju.

1 1

Rjesenje. Razdijelimo li kvadrat na éetiri jedini¢na kvadratiéa (vidi - Slika 2.

sl. 2.), tada ée se (prema Dirichletovu pravilu) u barem jednom od njih
naéi najmanje dvije od tih pet tocaka. Udaljenost dviju to¢aka mora

biti manja od dijagonale jedini¢nog kvadrati¢a, dakle, od v/2. , -
2
* h

Primjer 4. MoZemo li u krug promjera 2r = /2 smjestiti neki
broj krugova tako da nemaju zajednickih tocaka, a da je zbroj njihovih 1
polumjera jednak 20017

Rjesenje. Promotrimo sliku 3.

1/k

Slika 3.

U kruznicu upisemo kvadrat koji podijelimo na k? manjih kvadra-
tiéa. U svaki od njih upiSemo kruznicu (koja omeduje krug). Prema
Pitagorinu poucku, duljina stranice velikog kvadrata iznosi 1, §to znaci
da su polumjeri malih kruznica jednaki r,, = % No, nasi se krugovi

diraju, pa éemo svakome od njih ostaviti isto srediste, a polumjer prepo-
loviti. Dakle, promatrat ¢emo male krugove kojima je polumjer jednak

o= = |
"Ak ,
Nasih malih krugova ima k2, §to znagi da zbroj njihovih polumjera
1 k
iznosi § = i kK2 = T Buduéi da je zadano S = 2001, zakljuéujemo

k
da je moguce upisati kruznice ako je 1= 2001. Odatle slijedi da je
k = 8004, sto znafi da je na$ postupak mogué.
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Primjer 5. Zadano je 3000 tocaka takvih da svake tri ¢ine trokut Gi-
ja je povrSina manja od 1. DokaZimo da se sve ove tocke mogu smjestiti
u pravokutnik povr§ine 4.

Rjesenje. Promotrimo sliku 4. Nadimo najveéu udaljenost izmedu
fQ tih tocaka. Neka je to udaljenost izmedu tocaka A i B, i oznacimo je d,.
R [ -_° S obje strane duzine AB konstruirajmo pravokutnike kojima je druga

° e o |2/d, 2
i 2 stranica duga T Za svaku tocku R koja lezi izvan pruge §to je &ine
A

v —
. ° _ |yg  okomicena duzinu AB vrijedi daje |AR| > |AB|ili |BR| > |AB|, &to je
’ nemoguce jer je |AB| = d, najveéa udaljenost danih tocaka. Za svaku
tocku @ koja lezi izvan pruge $to je ¢ine pravci usporedni s AB (na

Slika 4.
2 -

udaljenosti d—) vrijedi da joj je duljina visine na stranicu AB veéa od
v

2
7 pa je P(AABQ) > 1, sto je suprotno uvjetu zadatka. Dakle, svaka

od tofaka danih u zadatku lezi unutar tih pravokutnika, a njegova je
povrsina jednaka 4.

Primjer 6. U pravokutnik sa stranicama duljine a = 4ib = 3
rasporedeno je Sest tofaka. Dokazimo da postoje dvije tocke &ija je
a=4 udaljenost manja ili jednaka /5.

Rje3enje. Najprije moramo zadani pravokutnik podijeliti na likove
b=3 u kojima ¢e najveéa moguca udaljenost tocaka biti /5. Najprije po-
misljamo na pravokutnik sa stranicama duljine 2 i 1, no takvih je u
danom pravokutniku ukupno 6. Zato radimo druké&iju podjelu, kao na
slici 5.

Slika 5.

U dobivenim je likovima najveéa udaljenost upravo /5. Zadanih 6
toCaka rasporedeno je u ovih 5 likova, pa prema Dirichletovom pravilu
zakljuéujemo da se u jednom nastalom liku moraju nalaziti najmanje
dvije tocke. Buduéi da je u svakom od tih likova najveéa moguéa uda-
ljenost tocaka /5, tvrdnja je dokazana.

Primjer 7. U ravnini je zadano 25 tocaka sa svojstvom da za svaki
izbor triju od tih tocaka uvijek postoje dvije €ija je udaljenost manja
od 1. DokazZimo da postoji krug polumjera r = 1 kojim se moze prekriti
najmanje 13 danih tocaka.

Rjesenje. Nadimo najvecu udaljenost, tj. najdulju duzinu koju
odreduje tih 25 tofaka. Nazovimo tu duzinu PQ. Preostale 23 tocke
spojimo s tockama P i ). Tako dobivamo trokute kojima je uvijek
duljina najmanje jedne stranice manja od 1. Nacrtali smo, dakle, naj-
manje 23 duzine duljine manje od 1, koje izlaze iz rubnih tocaka P i Q
najdulje duzine. Jednoj od rubnih to¢aka, primjerice tocki @, pripada
najmanje 12 tih duzina (Dirichletovo pravilo). Opisemo li oko totke Q
kruznicu polumjera r = 1, dobivamo krug koji prekriva najmanje 13
danih tocaka.
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Primjer 8. U ravnini je zadano 7000 tocaka takvih da je udaljenost
svake dvije manja od 1. Ako je n najmanja udaljenost izmedu tocaka,
dokazimo da vrijedi da je

2
n< ———.
V7000 -1

Rjesenje. Sve dane totke moZemo smjestiti unutar kruznice polu-
mjera r = 1. Bududi da je n najmanja udaljenost medu danim to¢kama,

oko svake od njih mozemo opisati krug polumjera r; = o Svi dobiveni

krugovi mogu se smjestiti unutar kruga polumjera ro = 1+ ok (vidi sl
6).

Slika 6.

Ocito je zbroj povrsina manjih krugova manji od povrsine velikog
kruga. Zato vrijedi da je 7000 - r?7 < r2m. Uvrstimo li vrijednosti za r;
i 7o, dobit ¢emo da je

1\? 1\?

Posljednju nejednakost podijelimo s 7, a zatim korjenujemo. Dobit
¢emo redom da je:

-;-n-\/7000 <1 +%n,
1
§n(\/ 7000 — 1) < 1.

RjeSenje ove nejednadzbe je n <

2
V7000 — 1

Primjer 9. Dokazimo da se u krug polumjera r = 1 moze smjestiti
mnogokut opsega 1.

Rjesenje. Neka su s A i B oznaleni vrhovi danog mnogokuta, koji
opseg tog mnogokuta dijele na dva jednaka dijela. PolovisSte P duzine
AB spojimo duZinom s bilo kojim vrhom V promatranoga mnogokuta.
Neka je |PV| =d (vidi sl. 7.).

Slika 7.
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Produljimo duzinu VP preko tocke P za duljinu d do tocke T'. Za
trokut ATV vrijedi da je 2d < b+ ¢ (nejednakost trokuta). Bududi da
je b+ c manje od polovice opsega danog mnogokuta, zakljucujemo da

1 1 1
jeb+c<§.Dakle, 2d<b+c< > tj. 2d < 3 étoznaéidajed<z.

To znaci da se u krug sa srediStem u tocki P moze smjestiti mnogokut
opsega 1.

Primjer 10. U ravnini su zadane 1003 tocke takve da svake tri ¢ine
trokut i da postoje tri tocke, nazovimo ih K, L i M, koje ¢ine trokut
unutar kojeg je preostalih 1000 tocaka. Koliko postoji trokuta koji su
unutar trokuta K LM i koji nemaju zajednic¢kih unutarnjih totaka?

Rjesenje. Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova manjih trokuta (uz uvjet
da nemaju zajednickih unutarnjih to¢aka) je stalan, bez obzira na ras-
pored tih tocaka unutar trokuta K LM. Oko svake od 1000 oznacenih
tocaka zbroj nastalih kutova je 360°, a u svakome trokutu zbroj veli¢ina,
unutarnjih kutova je 180° (vidi sl. 8). M

Oznaéimo li s ¢ broj trazenih trokuta,
za zbroj njihovih unutarnjih kutova vrijedi

jednakost:
180° - t = 1000 - 360° 4 180°.
Odatle slijedi da je K L

Slika 8.
t= (1000 - 360° + 1800) : 180° = 2001.

Dakle, unutar trokuta K LM postoji 2001 trokut koji zadovoljava uvjete
zadatka.

Zadatci

1. Dokazite da se u krug polumjera r = 9 ne moze smjestiti 400
tocaka takvih da udaljenost izmedu svake dvije tocke bude veca
od 1.

2. Unutar kruZnice polumjera 1 razmjesteno je 9 toCaka. Dokazite
da medu njima postoje 3 tocke koje ¢ine trokut ¢ija je povrSina
najvise 0.5.

3. Zadan je konveksan 1985-erokut opsega 2500. Dokazite da postoje
tri njegova vrha koji odreduju trokut s povr§sinom manjom od 1.

4. Zadano je 3000 toCaka takvih da svake tri Cine trokut Cija je
povrsina manja od 1. Dokazite da se sve ove tocke mogu smjestiti
u trokut povrsine 4.

5. Zadano je 5 tocaka takvih da ne postoje 3 koje leZe na istome
pravcu i ne postoje 4 koje leze na istoj kruznici. Dokazite da
postoji kruznica koja prolazi kroz tri dane tocke, takva da éetvrta
tocka lezi unutar te kruznice, a peta izvan nje.
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