TETIVNI CETVEROKUTI
SANJA VAROSANEC, Zagreb

Obitelj je c¢etverokuta vrlo velika. Neke njezine ¢lanove kao sto su kva-
drat, pravokutnik i paralelogram veé¢ ste dobro upoznali. Ovdje ¢emo opisati
jednog manje poznatog pripadnika te obitelji: tetivni ¢etverokut.

Prije nego $to se udubite u ¢itanje ovog ¢lanka procitajte ¢lanak o obod-
nom i sredisSnjem kutu u Matki br. 13.

Tetivni cetverokut je Cetverokut oko kojeg se moze opisati kruznica.

Drugim rije¢ima, njegove stranice su tetive jedne kruznice, tj. vrhovi mu
leze na jednoj te istoj kruznici (sl. 1.). Osnovno je svojstvo tetivnog Cetve-
rokuta iskazano ovim teoremom:

Teorem. Cetverokut je tetivni ako i samo ako mu je zbroj nasuprotnih
(unutarngih) kutova jednak 180°.

SL. 1.

Dokaz. Pri dokazu te tvrdnje koristimo se pouckom o obodnom i sredis-
njem kutu. Naime, neka su « i v nasuprotni kutovi u tetivnom ¢etverokutu

ABCD (sl. 1.). Tada vrijedi:
1
a=<IDAB = §<)DOB
1
v =<9IBCD = §<)BOD
1 1
a+y= §(<)EDOB + 4BOD) = N 360° = 180°.
Na isti se nac¢in dokazuje da je 5+ § = 180°.
Time smo dokazali: ako je ¢etverokut tetivni, tada je zbroj nasuprotnih
kutova 180°.

Potrebno je dokazati i obratnu tvrdnju: ako je zbroj nasuprotnih kutova
180°, tada se ¢etverokutu moze opisati kruznica.



Neka je 0 siljasti kut. (Ako § nije Siljasti, tada cijeli postupak provedemo
za onaj kut koji jest Siljast.)

Oko trokuta ABC' opisemo kruznicu k. Treba dokazati da je i tocka D
na toj kruznici k. Promotrimo prvo $to se dogada ako pretpostavimo da se
D ne nalazi na k.

Kad se D nalazi izvan kruga, mogu se pojaviti dvije moguénosti:

1. DC ili DA sijeku kruznicu k u to¢kama razli¢itima od C'i A (sl. 2.);

2. niti DC niti DA ne sijeku kruznicu % (sl. 3.).

Razmotrimo prvu moguénost. Neka DC sijece kruznicu k u tocki . Tada
je kut JAEC vedi od kuta SADC = §. Ali ¢etverokut ABCE je tetivni pa
vrijedi 5+ JAEC = 180°, tj. JAEC = 180° — 3, a to je jednako 0 prema
pretpostavci da je zbroj nasuprotnih kutova g i 9 jednak 180°.

Dakle, u ovom se slucaju dobiva da je JAEC = § > $ADC = 0, a to je
nemoguce.

Razmotrimo drugu mogué¢nost. Pomoc¢u poucka o sredisnjem kutu zaklju-
¢ujemo da je SAOC = 2. Nadalje, vrijedi: <DAO > 90° i OC'D > 90°.
Uz to znamo i da je zbroj kutova u cetverokutu 360° pa primjenom tih ¢i-
njenica na cetverokut AOC'D redom dobivamo:

IDAO + JAOC + SOCD + CDA = 360°,
90° + 28 + 90° + & < 360°,
26 + 6 < 180°,
B+ (B+6) < 180°,
B+ 180° < 180°,
B<0°%

Sto je nemoguce. Dakle, niti druga moguénost ne moze se pojaviti.
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Kona¢no razmotrimo i treéu moguénost kada je D u unutrasnjosti kruga
(sl. 4.).

Neka pravac AD sijece kruznicu u tocki F. Tada je SAEC < SADC = 9,
a zbog ¢injenice da je Cetverokut ABCFE tetivni, vrijedi da je SAEC + =
180°, tj. FAEC =, pa dobivamo tvrdnju § < d koja nije istinita.

Dakle, sve moguc¢nosti kad D nije na kruznici dovode do laznih tvrdnji,
pa zaklju¢ujemo da D lezi na kruznici, a to je i trebalo dokazati. m

Pokazimo na primjerima kako se primjenjuje dokazani poucak.

Primjer 1. Dokazite da je jednakokracan trapez tetivni ¢etverokut, tj.
da se oko njega moze opisati kruznica.

Rjesenje. Neka je ABCD jednakokracan trapez, |BC| = |AD| i
AB || CD. Zbog jednakokracnosti kutovi $DAB i SABC sukladni su (oz-
naceni su s «), a isto tako i $CDA = 4BCD = ( (sl. 5.). Kutovi 4DAB
i SCDA unutarnji su kutovi s iste strane transverzale AD paralela AB i
DC, pa je njihov zbroj 180°, tj. o + f = 180°. Time smo dobili da je zbroj
nasuprotnih kutova 180°, tj. prema teoremu je trapez ABCD tetivni.

Primjer 2. U trokutu ABC zadani su kutovi JABC = 50° i $BAC =
70°. Simetrala kuta $BAC sijeCe tom trokutu opisanu kruznicu u tocki D.
Izra¢unajte kutove cetverokuta ABDC'.




Rjesenge. Cetverokut ABDC (sl. 6.) je tetivni, pa prema teoremu imamo
jednakost:

YCAB + 4BDC = 180°
70° 4+ ¥BDC = 180°
IBDC = 110°.

Kutovi $DBC' i 4DAC su obodni nad lukom I)E*, pa su i sukladni, tj.
JOBD = 4DAC = 35°. 1z istog razloga vrijedi i DCB = 4¥DAB = 35°.
Odatle dobivamo

JABD = 4ABC + 4CBD = 50° + 35° = 85°,
IDCA = <4DCB + 4BCA = 35° 4+ 60° = 95°,
Kutovi ¢etverokuta ABDC' su 70°, 85°, 110° i 95°.

Primjer 3. Dokazite da simetrale dvaju nasuprotnih unutarnjih kutova
tetivnog cetverokuta sijeku tom cetverokutu opisanu kruznicu u krajnjim
tockama jednog te istog dijametra.

Sl 7.

Rjesenje. Neka su AA; i C'Cy simetrale kutova « i 7 tetivnog ¢etverokuta
ABCD (sl. 7.). Prema teoremu vrijedi

a—+ vy = 180°. (1)

Zamijetimo da je i ¢etverokut ADC A, takoder tetivni, pa i za njegove kutove
vrijedi tvrdnja teorema, tj. redom vrijedi:

JALAD + ¥DCA, = 180°,
% 4 (IDCB + ¥BCA;) = 180°,

S+ (7+ $BCA) = 1807,

(% + <)BCA1> 4y = 180°. (2)



Iz (1) i (2) zaklju¢ujemo da je BCA; = %. No, sad promotrimo kut
IC1CA;.

IC,CA, = SO,0B + ¥BCA, = % n %
_ 05;—’7 _ 180 _o°.

Obodni je kut C;C A; pravi, prema Talesovu teoremu C A; je dijametar
kruznice, pa su A; i C] zaista krajnje tocke jednog te istog dijametra.

Primjer 4. Dokazite: ako simetrale unutarnjih kutova konveksnog ce-
tverokuta tvore ¢etverokut, tada je taj cetverokut tetivni.

SL. 8.

Rjesenje. Neka je ABC'D bilo koji ¢etverokut ¢ije simetrale kutova tvore
cetverokut EFGH (sl. 8.). Iskoristimo ¢injenicu da je zbroj kutova u trokutu
180°.

U trokutu ABE vrijedi §+§+<}BEA = 180°,tj. IBEA = 1800—3—5_
U trokutu C' DG vrijedi §+§+<)DGC’ = 180°, tj. IDGC = 1800—5—5.

Uz to vrijedi i JHEF = YBEA i FGH = $DGC.



JHEF i $FGH su nasuprotni kutovi u ¢etverokutu FFGH i za njih
vrijedi

5
JHEF + 3FGH —180° — “ P | 1g0° - 7‘;
— 360° _ a+pB+v+9
2
360°
= 360° — T = 180°,

pa je FFGH tetivni ¢etverokut.

Primjer 5. Konstruirajte tetivni ¢etverokut ako je zadano:

a) polumjer kruznice opisane ¢etverokutu, stranice a i c¢ i jedna dijagonala,
b) tri stranice ¢etverokuta a, b i c i kut f;

c) stranice a, b i kutovi v 1 f3.

Sl. 9.

Rjesenje. b) Pomocu danih elemenata a, b i 5 moZemo konstruirati trokut
ABC' (vidi sl. 9.). Tom trokutu opiSemo kruznicu k na poznat nacin. Tocka
D nalazi se na kruznici k i za ¢ je udaljena od vrha C', pa D dobivamo kao
presjek kruznice k i pomoéne kruznice sa sredistem u C' i radijusom c.

Za vijezbu rijesite sljedece zadatke:

1. Zasto se oko pravokutnika moze opisati kruznica, a oko paralelograma
ne moze?

2. Postoji li nejednakokracan trapez oko kojeg se moze opisati kruznica?

3. Odredi kutove tetivnog ¢etverokuta ako se oni odnose kao1:3:6 : 8.
(Rez.: a =20° f =60° v =160°, § = 120°.)

4. Neka je N noziste visine spustene iz vrha C na hipotenuzu AB

pravokutnog trokuta ABC'. Dokazi da polovista stranica trokuta, tocka N i
vrh C' leze na istoj kruznici.



5. Dokazi da polovista stranica trokuta i nozista visina leze na istoj]
kruznici.

6. Oko trokuta ABC opisana je kruznica. Tockom A povucena je
tangenta na tu kruznicu. Dokazi da svaki pravac paralelan s tom tangentom,
a koji sijece stranice AB i AC, odsijeca od trokuta ABC' &etverokut oko
kojeg se moze opisati kruznica.

7. Kakav mora biti ¢etverokut ABC'D ako za duljine njegovih stranica
vrijedi |AB| = |AD|, |BC| = |CD|, |AB| # |BC| da bi se oko njega mogla
opisati kruznica? (Rez.: dvopravokutni deltoid.)

8. Dokazi: ako se dvije tetive kruznice, koje su iste duljine, sijeku, onda
su krajevi tih tetiva vrhovi jednakokra¢nog trapeza.



