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Projektivha geometrija

Uvod

Teorem 1 (Cevin teorem). Dan je trokut ABC, te tocke D, E, F na pravcima

BC, CA i AB. Ako su AD, BE i C'F kopunktalni, tada je :2?‘ . Igg! . Eﬂ = 1.

Teorem 2 (Menelajev teorem). Dan je trokut ABC, te tocke D, E, F na prav-

cima BC', CA i AB. Ako su D, E i F kolinearne, tada je \‘??I . ;gg; . ‘gi‘l = 1.

Teorem 3 (Obrat Cevinog teorema). Dan je trokut ABC, te tocke D, E, F na
praveima BC, CA i AB. Ako je :?g‘ . Igg! . ‘éi; =1, tada su AD, BE 1 CF
kopunktalnu ili paralelns.

Teorem 4 (Obrat Menelajevog teorema). Dan je trokut ABC, te tocke D, E,
F na pravcima BC', CA i AB. Ako je :2?‘ . 125} . Elj" =1, tada su D, F i F
kolinearne.

Primjetite da, iako su ovi teoremi Cesto citirani upravo ovako, ovo nije potpuno
tocno. Naime, ova 4 teorema bi implicirala ekvivalenciju kolinearnosti D, E i
F sa kopunktalnoséu AD, BE i C'F, sto naravno ne mora biti slu¢aj. Suptilna
greska nacinjena je u iskazu obrata ova dva teorema.

Ispravno bi bilo u obratu Cevinog teorema dodati "te se neparan broj tocaka
D, E, F nalazi unutar odgovarajuc¢ih stranica”, a u obratu Menelajevog teorema
dodati da se paran broj navedenih tocaka nalazi unutar odgovarajucih stranica.

oo . y s : . |AF| |BD| |CE| _
Drugi nacin na koji ovo mozemo popraviti je da umjesto omjera {7 - =5 * [ma] =

1, gledamo usmjerene vrijednosti duzina, pa u Cevinom teoremu i njegovom

obratu zamijenimo tu jednakost sa % . % . %Zji = 1, a u Menelajevom i nje-

govom obratu sa % . % . % =—1.

Postoje razne ekvivalentne definicije afinih preslikavanja, ovjde je navedena jedna
koja mozda daje najbolji osjecaj Sto je to afino preslikavanje. Ostale ekvivalente
definicije i neke posljedice bit ¢e navedene kasnije.

Definicija 1 (Afina transformacija). Svako preslikavanje ravnine koje je kompozi-
cija konacno mnogo translacija, rotacija, homotetija, centralnih i osnih simetrija
te dilatacija naziva se afina transformacija ravnine.

Dilatacija je preslikavanje koje za zadani pravac p i k # 0 svaku tocku T preslikava
u tocku 7" za koju je TN = k -T"N, pri ¢emu smo s N oznacili noziste visine sa
T na p.

Primjetite da smo u definiciji mogli izbaciti npr. centralnu simetriju jer je ona

poseban oblik homotetije, te osnu simetriju jer je ona poseban oblik dilatacije,
oboje za odgovarajuci centar simetrije i £ = —1.

Cinjenica 1. Afina transformacija ravnine je bijekcija ravnine u samu sebe. Slika
pravaca Su pravc.



Cinjenica 2. Afina transformacija cuva kolinearnost tocaka, paralelnost pravaca
1 kopunktalnost pravaca.

Cinjenica 3. Afina transformacija éuva omjere duljina paralelnih duZina, pa
posebno, cuva omger u kojemu tocka dijeli duZinu na kojoj se nalazi. Takoder,
afina transformacija ¢uva omjere povrsina.

Cinjenica 4. Bilo koja trojka nekolinearnih toc¢aka moze se preslikati u bilo koju
drugu trojku nekolinearnih tocaka pomocu jedinstvene afine transformacije.

Prve tri ¢injenice se lako provjere ako rastavimo afinu transformaciju na kom-
pozicije elementarnih transformacija, te ih dokazemo za svaku transformaciju
posebno.

Cinjenica 4 je prilicno korisna jer nam ona zapravo dopusta da razmisljamo o
afinoj transformaciji kao jednom slozenom objektu, a ne da ju rastavljamo na
"njene sastavne dijelove”. U zadacima obitno odaberemo neke tri tocke te ih
"posaljemo po nekoj afinoj transformaciji” u neke druge tri tocke koje nam odgo-
varaju - ¢esto u jednakostranican trokut, te u toj novoj ravnini dokazemo trazenu
tvrdnju. Naravno, ovo ima smisla raditi samo onda kada tvrdnja ukljucuje samo
svojstva koja ostaju o¢uvana prilikom afinog preslikavanja.

Definicija 2 (Dvoomjer). Dvoomjer c¢etvorke kolinearnih toc¢aka (A, B, C, D) de-
finira se kao (ABCD) = % : %

Definicija 3 (Harmonik). Cetvorka kolinearnih tocaka (A, B,C, D) naziva se
harmonik ako je (ABCD) = —1.

Definicija 4 (Projektivna transformacija). Neka su o i § dvije ravnine u pros-
toru, tocka O koja ne leZi ni na jednoj od njih, te l pravac koji sijece obje ravnine.
Centralna projekcija o na B s centrom u O preslikava A iz o u B iz § tako da
su A, O i B kolinearne. Paralelna projekcija iz a ma B u smjeru | preslikava A
iz u B iz 8 tako da su AB il paralelni. Projektivna transformacija je svaka
kompozicija konacnog broja cetralnih i paralelnih projekcija.

Primjetite da centralna projekcija nije bijekcija izmedu dviju ravnina. Na ravnini
u kodomeni postoji tocno jedan pravac koji se ne pogada, a na domeni postoji
to¢no jedan pravac za kojeg preslikavanje nije dobro definirano. Stoga, ova for-
mulacija nije zadovoljavajuca, ali uz malu modifikaciju mo¢i cemo ju popraviti.

Svakoj ravnini pridruzimo pravac u beskonacnosti i onda taj par ravnina-pravac
promatramo kao jedan ”objekt”. Na tom objektu ne mozemo definirati sve stvari
kao u "normalnoj” ravnini, kao kuteve, pa ¢ak ni udaljenost tocaka ne mozemo
definirati na prirodan nacin. Ipak, mozemo definirati pravce i njihova sjecista.
Svaka dva pravca se sijeku tocno jednom. Paralelni pravci se sijeku u istoj tocki
na pravcu u beskonacnosti i tu tocku zovemo tockom u beskonacnosti svakog od
tih dvaju pravaca.

Ovo mozda izgleda kao pomalo neobican koncept, no on se da matematicki pot-
puno formalizirati. Ipak, cilj ovog predavanja nije to, ve¢ sticanje osjecaja o cemu
se ovjde radi. Naime, ovo nije nikakvo ”varanje” ili dodavanje "nepostojec¢ih
objekata”, ili nesto slicno. Zbunjujuce je donekle sto u tom novom objektu opet



pravce zovemo pravcima, no valja napomenuti kako pravac u beskonacnosti u tom
objektu nije nista posebniji od drugih pravaca.

Jos je jedan bitan koncept mozemo definirati ¢ak i za ovaj objekt, a to je dvo-
omjer tocaka. Za kolinearne tocke na pravcu koji nije u beskonacnosti se definira

na prirodan nacin. Ako su sve 4 tocke u konacnosti, definicija se podudara s

uobicajenom. Ako je jedna tocka u beskonaénosti, definiramo (ABCoo) = %.

Primjetite da se definicija prirodno prosiruje sa one klasicne. Kona¢no, iako nam
ovo nece trebati, ako su sve 4 tocke na pravcu u beskonacnosti, pogledajmo 4
paralelna pravca kojima pripadaju te 4 tocke te ih presijecimo s nekim drugim
pravcem koji je okomit na njih. Jasno je sada kako ¢emo definirati dvoomjer.
I opet, bitna napomena, koristimo rijec¢i paralelni i okomiti, koji nemaju smisla
za taj objekt ravnina-pravac. Ipak, jasno je sto se ovjde zeli reci - jednom kad
odredimo ta 4 pravca kojima pripadaju odredene 4 tocke u beskonacnosti, ima
ih smisla gledati kao pripadnike ”prave ravnine”, i zato ima smisla re¢i da su
oni paralelni. Inace koncept paralelnosti nije dobar za taj naj objekt, buduéi da
ne zelimo izdvajati pravac u beskonacnosti od ostalih - a on ne bi mogao biti
paralelan niti sa jednim drugim pravcem.

Da rezimiramo, uveli smo novi objekt ravnina-pravac te na njemu definirali
pravce, tocke, sjeciste pravaca, kolinearnost tocaka te dvoomjer. Projektivna
transformacija je dakle proizvoljna kompozicija centralnih i paralelnih projekcija
na tom objektu, kojeg ¢emo u buduce opet ¢esto zvati samo “ravnina”, no uvijek
imajte na umu sto se u pozadini zapravo zbiva.

Primjetimo jos usput da paralelna projekcija Salje pravac u beskonac¢nosti po-
lazne ravnine u pravac u beskonacnosti odredisne ravnine, dakle ona je i bijekcija
"pravih ravnina”. Dodatno, onaj pravac koji projektivna transformacija salje u
pravac u beskonac¢nosti nazivamo ”singularni pravac”.

Cinjenica 5. Projektivna transformacija preslikava pravee u pravee, te cuva ko-
linearnost tocaka i kopunktalnost pravaca.

Cinjenica 6. Projektivna transformacija ¢uva dvoomjere.

Cinjenica 7. Bilo koja cetvorka nekolinearnih tocaka moze se preslikati u bilo
koju drugu cetvorku mekolinearnih tocaka pomocu jedinstvene projektivne tran-
sformacije.

Prva ¢injenica je jednostavna, a druge dvije se malo teze provjere. Zadnja nam je
prili¢cno korisna u rjesavanju zadataka, slicno kao odgovarajuca ¢injenica za afine
transformacije.

Napomenimo jos za kraj jednu isplativu tehniku u sluc¢aju koristenja ove metode.
Cesto se isplati kao singularan pravac uzeti onaj koji sije¢e puno drugih pravaca.
Tada ¢e u slici svi ti pravci biti paralelni, budué¢i da se sijeku s pravcem u be-
skonacnosti. Nakon toga mozemo razmisliti o primjenjivanju jos neke npr. afine
transformacije koja je takoder projektivna transformacija, ali takva da pravac
u beskonacnosti preslikava u pravac u beskonacnosti. Probajte se sami u ovo
uvjeriti.



Zadaci

1.

10.

11.

Zadan je trokut ABC' i tocka M unutar njega. Oznacimo li redom A,
sjeciste pravaca AM i BC', By sjeciste pravaca BM i C'A, (] sjeciste pravaca

: .. . IMA[ _ |CiA] | |BiA|
CM i AB, dokazite da je ] = |CiB‘ + |Bic‘.

. Na stranicama AB, BC' i C'D paralelograma ABC'D dane su redom tocke

K, L i M koje dijele pripadne stranice u istom omjeru. Neka su b, ¢, d
pravci koji prolaze tockama B, C, D paralelni pravcima KL, KM, ML,
redom. Dokazite da pravci b, ¢, d prolaze istom tockom.

. Dan je konveksni ¢etverokut ABC'D. Neka su P i @ sjecista pravaca AB i

CD te AD i BC, redom. Neka je R proizvoljna tocka unutar ¢etverokuta,
a K, L, M redom sjecista BC'i PR, AB i QR, AK i DR. Dokazite da su
tocke L, M, C kolinearne.

. Neka je (ABCD) harmonik takav da je poredak to¢aka na pravcu upravo A,

B, C, D. Ako je M poloviste od AB dokazite da je |AM|?> = |MC||MD|.

. U konveksnom cetverokutu ABC'D dana je tocka O. U unutrasnjosti stra-

nica AB, BC', CD i DA dane su redom tocke K, L, M i N. Akosu OKBL
i OMDN paralelogrami, dokazite da je \/P(ABCD) > /P(ONAK) +
P(OLCM).

. Kroz svaki vrh trokuta povucena su po dva pravca koji nasuprotne stranice

trokuta dijele u tri jednaka dijela. Dokazite da se dijagonale koje prolaze na-
suprotnim vrhovima Sesterokuta formiranog ovim pravcima sijeku u jednoj
tocki.

Zadan je konveksan cetverokut ABC'D. Oznac¢imo redom K sjeciSte pravaca
DA i CB, L sjeciste pravaca AB i CD, G sjeciste pravaca AC' i KL, F

sjeciste pravaca DB i K L. Dokazite da je % = %

. U cetverokutu ABC'D pravci AD i BC sijeku se u E, a pravci ABiCD u

F. Dokazite da su polovista duzina AC, BD i E'F kolinearna.

. Neka je M proizovljna tocka na dijagonali BD paralelograma ABCD. Neka

AM sijece CD 1 BC u K i N redom. Neka se kruznica oko M radijusa | M A
i opisana kruznica trokutu KCN sijeku u P i ). Dokazite da su M P i M@
tangente na drugu kruznicu.

Neka su D, E, F' diralista upisane kruznice trokuta ABC sa BC, C'A, AB
redom. Neka je tocka X unutar trokuta ABC, takva da kruznica upisana
trokutu X BC dira XB, XC i BC redom u tockama Y, Z i D. Dokazite
da je EFZY tetivan.

Neka je O sjeciste dijagonala cetverokuta ABC'D. Neka je E sjeciSte pra-
vaca AB i1 CD, a F sjeciste pravaca BC' i AD. Pravac FO sijece AD i BC
redom u K i L, a FO sijece ABiCD u M i N. Dokazite da su (ABMFE),
(KLOE), (DCNE), (BCLF), (MNOF) i (ADKF) harmonici.



12. Dan je trokut ABC. Neka su M i N tocke na pravcu BC. Dokazite da
su AM i AN unutrasnja i vanjska simetrala kuta « ako i samo ako je
ZMAN =90° i (BCMN) harmonik.

13. Neka je ABCD tetivan ¢etverokut za kojeh je |AB| = |AD|. Neka je
M sjeciste pravaca AC' i BD. Oznac¢imo s N centralnosimetri¢cnu tocku
tocki M s obzirom na tocku D. Neka je E drugo sjeciste kruznice opisane
troku’ﬁ% J\ﬁBC\ Bi Aﬁravca AN, te neka je P tocka unutar duljine M N takva

da je PN = BN Dokazite da P lezi na pravcu C'E.

14. Je li moguce obojati u ravnini nekih 2048 tocaka crveno i nekih 2048 tocaka
plavo tako da su obojane tocke razli¢ite, ne leze sve na istom pravcu i
zadovoljavaju uvjet da svaki pravac koji prolazi dvjema tockama razlicite
boje nuzno prolazi jos jednom obojanom tockom?

Hintovi 1 izvori

nepoznat izvor) Samo Menelaj.

TP) U sto mozete poslati paralelogram po afinoj transformaciji?

AR) Cisto raspisivanje.

TP) Ideja je da afinom transformacijom mozemo konveksan ¢etverokut
poslati u tetivni. Probajte se u to uvjeriti. Dalje je samo naporan racun.

(
(TP)
3. (TP) Primjenite projektivnu transformaciju sa singularnim pravcem PQ.
(
(

6. (TP) Ovo je ocito ako ste dobro razumjeli definicije.
7. (nepoznat izvor) Ceva, Menelaj.

8. (TP) Nekad se isplati iskoristiti afinu transformaciju kako bi nam kasniji
racun kompleksnim ili analitickim metodama bio jednostavniji.

9. (AR) Razmislite kako biste definirali harmonicki tetivni ¢etverokut i $to za
njega vrijedi.

10. (nepoznat izvor) Zadatak ima dosta zanimljivih rjesenja. Sjetite se teorema
u radikalnim osima, te Ceve i/ili Menelaja. Pokusajte i rijesiti koristenjem
harmonika, a ako postoji i interesantno rjesenje koje koristi inverziju.

11. (TP) Pokusajte prvo rijesiti koriste¢i samo Menelajev teorem. Zatim pokusajte
rijeSiti projektivnom transformacijom.

12. (TP) Angle chase i malo trigonometrije.

13. (nepoznat izvor) Sjetite se kako drukéije interpretirati trazeni dokaz. Ostaje
malo raspisivanja i angle chasea.

14. (TP) Ne, nazalost 2048 u ovom sluc¢aju nije nista posebniji od bilo kojeg
parnog broja. Da, zadatak ima veze s projektivnim transformacijama.
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