MEMO pripreme 2015. Aleksandar Bulj
Nejednakosti

Uvod

Cilj je ovog predavanja upoznati natjecatelje s poznatim nejednakostima i pokazati pri-
mjenu istih na natjecateljskim zadacima. Napisat ¢emo najprije neke od najpoznatijih
nejednakosti koje ¢emo koristiti u dokazima.

Teorem 1 (Nejednakosti sredina). Neka su aq, . .., a, pozitivni realni brojevi. Definirajmo
za svaki realan broj k:

ak + ak e ak
Sk(al,...,an)::</1 2 L k#£0 i Sy=Yay-asy---ay
n
Tada za m < n vrigedi S,, < S,. Uz jednakost kad je a1 = as = - -+ = a,.
Teorem 2 (Cauchy-Schwarzova nejednakost). Neka su aq,...,a, i by,...,b, realni bro-

gevi. Tada vrijedi nejednakost:

Uz jednakost kad je ay :as @ ...a, =by 1 by : ... by,.
Teorem 3 (Hélderova nejednakost). Neka sua;; i =1,2...,m, j =1,2...,n pozitivni

m
i=

realni brojevi i p,...pm > 1 realni brojevi takvi da je Y ", z% = 1. Tada vrijedi:

1 (Z) >3 [T

i=1 7=1

Teorem 4 (Jensenova nejednakost). Neka je f: R — R konveksna funkcija, zi,...x, i
aiy...,a, >0 realni brojevi. Tada vrijedi:

E?:l ai f(w;) (2?:1 az‘%‘)
Z?:l a; =7 Z?:1 a;

Za [ konkavnu funkciju, smjer nejednakosti je suprotan

Teorem 5 (Monotono preuredenje vektora). Neka sua; > as > -+ > a, iby > by--- > b,
realni brojevi i neka je o : {1,2,...,n} = {1,2,...,n} permutacija. Tada vrijedi:

n n n
Zaibi > Z a;bo(i) > Z Aibny1—i
i—1 i—1 i—1



Teorem 6 (Cebisevljeva nejednakost). Neka su a; > ag > -+ > a, i by > by--- > b,
realni brojevi. Tada vrijedi:

n Z a;b; > Z a; Z b >n Z aibpt1—i
i=1 i=1 =1 i=1
Teorem 7 (Schurova nejdnakost). Neka su a,b, ¢ realni brojevi i v > 0. Tada vrijedi:

a(a=b)(a—c)+b"(b—a)(b—c)+"(c—a)(c—b) >0

Dokaze ovih teorema lako je nac¢i na internetu tako da ovdje nisu navedeni. Radi kraceg i
preglednijeg zapisa, u daljnjem ¢e tekstu znakovi Y i [] bez indeksa oznacavati ciklicku
sumaciju odnosno cikliéni produkt.

RijeSeni zadaci

1. Neka su a, b, c,d > 0 realni brojevi. Dokazite da vrijedi:
4(ab + bc+ cd + da) < (a+ b+ ¢+ d)?
Rjesenje. 1z AG nejednakosti vrijedi:

4(ab+bc+cd+da) =4(a+c)(b+d) < (a+b+c+d)?
Jednakost vrijedizaa+c=b+d. R

2. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 3. Dokazite da vrijedi:

a . b n c
1402 142 14+a?

3
>
-2
Rjesenje. Koriste¢i AG nejednakost, vrijedi:

b2 b? |
Z1jb2 :Z(G_ﬁb?) ZZ(“_%) =3-3) ab

Ostaje za dokazati samo da je ab + ac + bc < 3, medutim, to trivijalno slijedi iz
¢injenice da je (a+b+c)* —3(ab+ac+bc) => (a—0)*>0. A

3. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 1. Dokazite da vrijedi:

a b c
+ + >1
va+2b Vb+2c e+2a

Rjesenje. 1z Holderove nejednakosti vrijedi:

(Zﬁyza(cw%) > (a+b+c)?

Medutim, > a(a + 2b) = (a + b+ c)? = 1 pa je time nejednakost dokazana. W



4. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 3. Dokazite da vrijedi:

a’b+ b*c+ Pa+ abe < 4

Rjesenje. Bez smanjenja opéenitosti, smijemo pretpostaviti da je b srednji od bro-
jeva a,b, ¢ (Zasto?). Tada ocito vrijedi (b — a)(b—c¢) < 0, tj b* + ac < b(a + ¢).
Koristeci to u nejednakosti vidimo da vrijedi:

a®b + b*c + a + abe =< a®b + 2abe + bc* = b(a + ¢)?

Nadalje, iz AG nejednakosti na tri ¢lana vrijedi:

2 3
b 2.“_"‘0
b(HC)Z:%(a;C) §4( +3 2) -

Jednakost vrijedizaa=b=c=1tea=2,b=1,c =01 ciklicke permutacije. B

5. Neka su a, b, c,d > 0 realni brojevi, takvi da je abcd = 1. Dokazite da vrijedi:

1 1 1 1
> 1
(1 "5 T Uxe2 (xap~

Prvo rjesenje. Dokazimo najprije sljedecu korisnu lemu za z,y > 0:

(R B
(I+2)? (1+y)? ~ 1+ay

Iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti vrijedi:

1 1 1 1 1
+ > + -
(I+z)? (1+y)? ~ (QI4+ayA+3) A+ay)(d+2) L4y

Primjenjujuc¢i navedenu lemu na zadatak, vidimo da vrijedi:

Z1 R SN SRR R SR

(1+a)? " 14+ab 1+cd 14ab 1+2L

Cime smo dokazali nejednakost. W

Drugo rjesenje. Napravimo simetricnu supstituciju: a = 5, b = l“;;”, c = 5,
a = 2%, Nejednakost tada postaje:

Z‘”—ﬁ .-
@+ ) =

Iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti vrijedi:

Z ( xﬁ - (Z x3)2

3+ yzw)? T (23 4 yzw)?

Ostaje za dokazati da vrijedi:



(2% 4+ y* + 2° +w?)? > Z(x?’ + yzw)?

Sto je, nakon raspisivanja, ekvivalentno s:

2 Z iy > 2 Z yzw + Z(vaz)2

sym

Medutim, iz AG nejdnakosti znamo da vrijedi:

2 2
: Z(x3y3 + 22 + 2Puw?) > Z ryzw i 3 Z(x?’yg + 272 +y?2%) > Z(myz)Q

Odakle zbrajanjem slijedi trazena nejednakost. ll

. Neka su aq,...,a, > 0 realni brojevi, takvi da je ay - - -a,, = 1. Dokazite da vrijedi:

i \/1_'_0%2 S ﬂial
=1 =1

Rjesenje. 1z Cauchy-Schwarzove ili Jensenove nejednakosti jer je y/r konkavna
funkcija vrijedi:

V142t +V2e <21+ 2t +222) odnosno V142t < V222 —z+1)

Dakle, primjenjujuc¢i dokazano na zadanu nejednakost, a dobivamo da vrijedi:

i\/l—i—a?S\/ﬁi(ai—\/a_ﬁ—l):\@iai—i—\/i(n—i\/a_i) S\/Eiai

Gdje posljednja nejednakost slijedi iz AG nejednakosti: v/2 Yo Va > nx/ar - a, =
1. 1

*Napomena: Prethodnu nejednakost moze dokazati i nalazeé¢i pogodnu konstantu C
takvu da vrijedi 1 + 22 < V2x +Clnz. U ovom slucaju za C' = V2 — \/Lﬁ vrijedit
¢e nejednakost.

. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

a n /b N c_ < 3
a+b b+c c+a” V2

Rjesenje. 1z Cauchy-Schwarzove nejednakost vrijedi:

2a \ 2a _ 8(ab+ac+bc)(a+b+c)
(Z\/a+b> =D D ST DGR R P ST AT S

4



Dakle, ostaje za dokazati da je

8(ab+ ac+bc)(a+b+c) <9(a+b)(a+c)(b+c)

sto je poznata nejednakost, a slijedi iz:

9Ya+0b)(a+c)(b+c) —8(ab+ ac+bc)(a+b+c) = Zc(a—b)2 >0
Jednakost vrijedizaa=b=c. R

. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazite da vrijedi:

V9 + 16a2 + V9 + 1662 + V9 + 16¢2 > 3+ 4(a + b+ c)

Rjesenje. Ovaj zadatak rijesit ¢emo jednom vrlo jakom, nestandardnom i korisnom
metodom - Metodom kontradikcije.

Pretpostavimo da je > (\/9 + 16a? — 4a) < 3. Tada, zbog

V9 + 16a?2—4a =

9
postoji t <1 takav da jez 9+ 16(ta)?—4(at) = 3
V9 + 16a? + 4a

Stavimo sada: x = /9 + 16(at)?—4(at), y = /9 + 16(bt)2—4(bt), z = \/9 + 16(ct)?—
4(ct).

Tada vrijedi z +y+2=31at = 9;;”2 i analogna relacija za y i z. Medutim, tada

iz uvjeta i postojanja t < 1 vrijedi:

(9—2%)(9—y*)(9 = %)

1 > t*abc =
e 83zyz

Cilj nam je sada dokazati da je zadnja nejednakost neistinita, tj. da uz uvjet x +
y + z = 3 vrijedi:

(9—2%)(9—y*)(9— 2

>1
83ryz

To je nakon raspisa razlike kvadrata u brojniku ekvivalentno s:

Flat+yr+2)y+2)QRuety+2)r+2y+2)(w+y+22)
8(x +y+ 2)3vyz -

Medutim, ova nejednakost slijedi iz AG-a primjenjenog na nacin:
H(2x+y—|—z) :H(x+y+x+z) >8(x+y)(r+2)(y+ 2)
i prethodno dokazanih nejdnakosti:

(z+y+2)(zy+z2+yz) i (vy+az+yz)? > 3vyz(r+y+2)

©| o

(z+y)(z+2)(y+2) >

Dakle, dobili smo kontradikciju s pretpostavkom i time dokazali nejednakost. Wl



Zadaci za vjezbu:

1. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi, takvi da je a + b+ ¢ = 3. Dokazite da vrijedi:

a’ N b3 N 3 >3
a2+02 b2+ 2+a? T2

2. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazite da vrijedi:

2 \ 3 % \ 3 2% \ 7
+ + >3
(b+c> (a+c) (a+b)

3. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

b
L TR —
Va2 +8bc Vb2 +8ac 2+ Sab
4. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi, takvi da je a® + b* + ¢® + d? = 4. Dokazite:

1

1 N 1 N 1 N 1 <1
5—a 5—-b 5—c H—-d~
5. Neka su a, b,c > 1 realni brojevi takvi da je
1 1 1
+ + 1

2—-1 -1 2-1_

Dokazite da vrijedi:

1 n 1 n 1 <
l4a 146 1+c¢c™
6. Neka su a, b, c > 0 realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 3. Dokazite:

aV1+B+bV1+A+cev1l+a3<5

7. Neka su a, b, c > 0 pozitivni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 3. Dokazite da je:

abc(a® +b* +¢*) < 3
8. Neka su a, b, ¢ > 0 realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

a’ n b n e > a2 1B 4 2
a c
V2 —be+c2 Va2 —ac+c2 Va2 —ab+ b2

9. Neka su x1,...,2z, > 0 realni brojevi takvi da je

1 n n 1
1+ 24 1+,

Dokazite da vrijedi:

VI 4 am > (n— 1) (;j%f'*""+ V2?2>



